Vektoranalysis

Das Handout ist Bestandteil der Vortragsfolien zur Héheren Mathematik; siehe die Hinweise auf der Internetseite
www.imng.uni-stuttgart.de/LstNumGeoMod/VHM/ fiir Erlauterungen zur Nutzung und zum Copyright.

Vektoranalysis

Zur Visualisierung kénnen die Niveaumengen
U(P) = const

oder Einschrankungen auf achsenparallele Ebenen verwendet werden.
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Skalar- und Vektorfelder Skalarfeld

1-2

Skalarfeld
Ein Skalarfeld
P — U(P)

ordnet jedem Punkt P des Definitionsbereiches D eine reelle Zahl U zu.
Alternative Schreibweisen sind

U=9d(x,y,z), U=U(),

wobei (x, y, z) die Koordinaten und 7’ der Ortsvektor von P sind.

-
Vektorfeld

Ein Vektorfeld

P— F(P)
ordnet einem Punkt P des Definitionsbereichs D einen Vektor F zu.
Alternative Schreibweisen sind

— —

F=8(xy,2), F=F(,

wobei (x, y, z) die Koordinaten und 7’ der Ortsvektor von P sind.

Die Komponenten von F beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems
werden mit (Fy, Fy, F,) bezeichnet:

= S G+

mit & = (1,0,0)t, & = (0,1,0)t, und & = (0,0, 1)t.
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Zur Visualisierung kdnnen Richtungsfelder oder Feldlinien verwendet
werden.

Bei einem Richtungsfeld werden die Vektoren F(P) mit dem Punkt P in
Form von Pfeilen P — P + F assoziiert.

Feldlinien sind Kurven, die in jedem Punkt tangential zu dem
Richtungsfeld sind.

Skalar- und Vektorfelder Vektorfeld
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Skalar- und Vektorfelder Vektorfelder in Polarkoordinaten

Vektorfelder in Polarkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt (x,y) = (rcos g, rsiny) bezogenen
orthonormalen Basis

é,r:(c.osgo), s :(—smgo)
sin cos
besitzt das Vektorfeld

F=F.e+ Fye,
die Darstellung

F = Frgr’ + F«pép

mit
= — = —
Fr=F-&, F,=F-¢,
v
Skalar- und Vektorfelder Vektorfelder in Polarkoordinaten 1-1
Beispiel:

Vektorfeld einer Quelle :
F=1(r)e

f beschreibt die Stirke des Feldes im Abstand r vom Ursprung.

f(r)=1/r ~ o
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Vektorfeld eines Wirbels: Vektorfelder in Zylinderkoordinaten

F = f(r)é,
— = Beziiglich der auf den Punkt (x, y,z) = (0 cos ¢, psinp, z) bezogenen
f(N=r -~ < - RN orthonormalen Basis
;S 7 - \
) AN cos —sinp 0
. —rsing /I, I,""‘\ \ . &= | sinp |, & = cosp |, e&=120
F = fobor . 0 0 1
r cos NN p
\ =T /
_ -y \ \ D besitzt das Vektorfeld
X NN -
~N . -~ F:Fxé<+Fy€y+Fzgz
die Darstellung
F = Foé, + F €, + Fz&;
mit
Fo=F-&,F,=F-&,F,=F- ¢
Skalar- und Vektorfelder Vektorfelder in Polarkoordinaten 2-2 1-1
s Achse Beispiel:
€z
A ‘ (i) Darstellung des Vektorfeldes
e, . X—yz
F=1 y+xz
z
P . . :
in Zylinderkoordinaten:
O < 0CoSp — psinp z
® €o F=| osinp+ocospz | = 0€,+ 0z€, + z€&,
z
0
y-Achse Die Koeffizienten F, = o, F, = 0z, F, = z sind unmittelbar ablesbar.
alternativ: Berechnung als Skalarprodukt, z.B.
0CoSp — osinp z cos
z-Achse ) Fo=F-& = | osinp+pcospz |-| sing | =p
z 0
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(ii) Darstellung des Vektorfeldes
F=08+&, +8&

in kartesischen Koordinaten:

cos ¢ —singp 0
F = o | sinp | + cosp |+ O
0 0 1
. X — Y
0COsS Y — sIin Y /x242
= osinpt+cosp | =| y+ —F——
1 \l/x +y

(cosp = x/r, sinp=y/r)

Skalar- und Vektorfelder Vektorfelder in Zylinderkoordinaten 2-2
z-Achse
y-Achse
z-Achse
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Vektorfelder in Kugelkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt (x, y, z) = (rsindcos ¢, rsinisin g, rcos)
bezogenen orthonormalen Basis

sin ¥ cos ¢ cos ¥ cos ¢ —sinp
& = | sindsing |, & = | cosdsing |, €, = cos
cos ¥ —sind 0

besitzt das Vektorfeld
F=F& +Fé& +Feé

die Darstellung
F = F.8 4 Fyéy + F €,

mit
=g — — — — —
Fr=F-&,Fs=F-&,F,=F-¢&,. )
1
Beispiel:

(i) Vektorfeld in kartesischen Koordinaten:

X —yz
F=1 y+xz
z

Darstellung in Kugelkoordinaten

rsin? cosy — rsindsin e rcos?

l—:(r,ﬂ,go) = rsinisin @ + rsin cos ¢ r cos?
rcos v
sin 1 cos —siny
= r| sindsing | +r?sindcos? cos
cos v 0
& &
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(i) Vektorfeld in Kugelkoordinaten: Gradient

ré;g + e_:p
Der Gradient eines Skalarfeldes U wird durch
Darstellung in kartesischen Koordinaten

oxU
r cos 1 cos ¢ — sin 1 zx —y gradU= [ o,U
rcosvsing +cosp | = —— zy +x o,U
; /52 1+ /2
—rsind Xty —(x2 4+ y?) o
definiert.
verwendet: Er ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und gibt
X y z . 0 die Richtung des starksten Anstiegs des Skalarfeldes an.
cosp=—,sinp==, cost=—,sind) =~ .
% % r r
mit o = /x2+y2 r=/x2+y2 4+ 22
2:2 11
Alternativ lasst sich der Gradient von U(P) als Grenzwert von Integralen Divergenz
iber die Oberfliche S eines den Punkt P enthaltenden rdumlichen
Breiang 7 dlsilinierenn Die Divergenz eines Vektorfeldes
1 =
lim uds F_F & = =
oz [f VS PRt i+ Rl
S
. wird durch
wobei das vekorielle Fldchenelement dS nach auBen orientiert ist. div F = 0xFx + 0, F, + 0, F,
Dies folgt aus einer Variante des Integralsatzes von GauB und zeigt definiert
insbesondere die Invarianz des Gradienten unter orthogonalen . . ) i
) . Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und

Koordinatentransformationen.

- entspricht physikalisch der Quelldichte des Vektorfeldes.

Differentialoperatoren Gradient 1-2 Differentialoperatoren Divergenz 1-1



Alternativ lasst sich die Divergenz eines stetig differenzierbaren
Vektorfeldes F(P) als Grenzwert des Flusses durch die Oberfliche S eines
den Punkt P enthaltenden raumlichen Bereichs V definieren:

1 L
I F.
diam V0 vol V // a3,
s

wobei das vektorielle Flichenelement dS nach auBen orientiert ist.

Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von GauB und dem Mittelwertsatz
und zeigt insbesondere die Invarianz der Divergenz unter orthogonalen
Koordinatentransformationen.

12
Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes

F=F& +Fé& +Feé

wird durch
. Oy F; — 0;F,
rot F = 0, F — OxF;
OxFy, — Oy Fx
definiert.

Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und
entspricht physikalisch der Wirbeldichte des Vektorfeldes.

Differentialoperatoren Rotation 1-1

Beispiel:

(i) Zentrales Kraftfeld:
ﬁ = y = re—;,

divF = Qex +8yy + 0,z=1+141=3
(i) Wirbelférmige Stromung:
B ~y
F= x | = 0€,

0

divF =9, (—y) +9,x+3,0=0+0+0=0

Differentialoperatoren Divergenz 2-1

Benutzt man die Indexschreibweise
F=) Fi&,
i=1
so lasst sich die Rotation mit Hilfe des e-Tensors in der Form
3
rot F) = Eijk OjF)
( i 2 ik 5F
j.k=1

schreiben. Diese Definition ist unter anderem bei der Manipulation von
Summen vorteilhaft.

Differentialoperatoren Rotation 1-2



Die normale Komponente der Rotation eines stetig differenzierbaren
Vektorfeldes F an einem Punkt P I&sst sich als Grenzwert von
Arbeitsintegralen definieren:

- = : 1 2 o
(A" - rot F)(P) = diar|r|1r2—>0 area S /F .
C
Dabei wird der Grenzwert {iber eine Folge reguldrer Flachen S mit
orientiertem Rand C : t > r(t) gebildet, die alle den Punkt P enthalten
und dort die Normale i haben, wobei der gréBte Abstand zweier
Flachenpunkte (diam S) und damit auch der Féacheninhalt gegen null geht.
Das Skalarprodukt auf der linken Seite wird als Wirbelstarke von F um
A(P) bezeichnet und ist fiir A(P) || rot F am gréBten.

Differentialoperatoren Rotation 1-3

Fiir ebene Vektorfelder F setzt man
rot F = OxFy, — 0y Fx.

Dies entspricht der Definition fiir raumliche Vektorfelder, wenn man eine
zusatzliche dritte Komponente F, = 0 einfiihrt und die Rotation in R3 wie
oben berechnet.

Differentialoperatoren Rotation 1-5

Die geometrische Charakterisierung der Rotation folgt unmittelbar aus
dem Satz von Stokes und dem Mittelwertsatz. Sie zeigt insbesondere, dass
rot F invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen ist.

v

1
Beispiel:

(i) Zentrales Kraftfeld:

B X B Oyz — Ozy 0
F=|y |=r&, rotF=| O,x—0xz | =10
z Oxy — Oyx 0

(i) Wirbelférmige Stromung:

~ -y . 0,0 — 0,x 0
F = x | =o€, rotF=| 0,(—y)—0x0 | =1 0
0 Oxx — 0y(—y) 2

Differentialoperatoren Rotation 2-1



dr=r(t)dt, F/(t) = (—asint, acost, 0)' ~

Beispiel:
o _ . - .
lillustration der geometrischen Definition fiir . 1 o . 1 asint asint
lim F-dr = lim — acost . acost dt
diam $—0 area S a—0Ta
F= X , rotF=1[ 0 1 2w a2
ma
0 2 = lim— [ a&®dt=lim =2
a—0 ma a—0 ma
0
S: Kreisscheibe in der xy-Ebene mit Rand C, d.h.
in Ubereinstimmung mit
acost
S:x*+y?<a® C:teit)=| asint 0 0
0 A -rotF=| 0 |- 0 | =2
1 2
31 3-2
Laplace-Operator Rechenregeln fiir Differentialoperatoren
Fiir ein Skalarfeld U bezeichnet Fiir rsumliche Vektorfelder £, G und riumliche Skalarfelder U, V gelten

2 2 2 folgende Rechenregeln.
AU:div(gradU):aU—i-aU—FaU ; : ; ; ; ; ;
ox2 " ay? " 922 Bei der Hintereinanderschaltung von Gradient, Divergenz und Rotation gilt

e rot(grad U) =0

o div(rot F) =0

o rot(rot F) = grad(div F) — AF
wobei der Laplace-Operator einer vektorwertigen Funktion
komponentenweise zu interpretieren ist, d.h.

den Laplace-Operator.
Wie Divergenz und Gradient ist A invariant unter orthogonalen
Koordinatentransformationen.

AF = AF& + AF &, + AF,6, .

Differentialoperatoren Laplace-Operator 1-1 Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 1-1




Bei der Differentiation von Produkten gilt
e grad(UV) = Ugrad V + Vgrad U
o div(UF) = UdivF 4+ F - grad U
o div(F x G) =G -rotF—F-rotG
o rot(UF) = Urot F — F x grad U
Analoge Identitdten gelten auch fiir ebene Felder. Formal erhdlt man die

entsprechenden Formeln, wenn man die dritte Komponente der Felder null
setzt und nur von x und y abhangige Funktionen betrachtet.

Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 1-2

(iii)  rot(rot F) = grad(div F) — AF:
x-Komponente

8y (rot F), — d,(rot F), = (8,8xF, — 8,8, Fy) — (8.0, Fx — 0,0xF,)

addiere und subtrahiere den Term 9,04 Fy
~>  erste Komponente der behaupteten Formel:

dy(div F) — AF,

analoge Behandlung der anderen Komponenten
(iv) grad(UV)= UgradV + V grad U
Produktregel —

O(UV) = (0 U)V + U(8, V)

Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 2-2

Beweis:

(i) rot(grad U) = 0:
x-Komponente

dy(grad U), — 0,(grad U), = 0,0,U — 9,0,U =0

Analog verschwinden die y- und z-Komponenten.
(i) div(rot F) = 0:
Definition der Rotation mit Hilfe des e-Tensors ~ ~~

dIV rotF Za Zs,dkaFk—ZE,’JkaaFk

ij,k

Vertauschung der Indizes i,j; —

Z...:Zsj,;’kaja,-Fk:—Z...

ij,k ij,k ij,k
’J’ ’J7 8[8] Fk ).17
i —
also divrot F =0
Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 2-1

(v) div(UF) = UdivF + F - grad U:
Produktregel —

div(UF) = 8x(UFy) + 8,(UF,) + 8,(UF,)
UdyFx + Ud, F, + U, F, + Fd, U+ F,d,U + F,0,U
= UdivF + ﬁ-gradU

(vi) div(Fx G)=G-rotF —F-rot G-
Definition des Kreuzproduktes und Produktregel — ~~

div( F x (f Zs’d" F;) Gk + [F;(0i Gk)])

l’J?

Zyklizitat von € und Vertauschung von i,j im zweiten Term [...] ~

Zek,dea +ZUF8G,<

i,k ij,k
o P ek
~>  behauptete Formel
Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 2-3



(vi)  rot(UF) = Urot ﬁ: F x grad U: Beispiel:
x-Komponente von rot(UF),
illustriere die Identitit rot(UF) = Urot F — F x grad U fiir

0y(UF;) — 0,(UF,) = (0, U)F, — (0, U)F, + U0, F, — Uo,F,, -
U=z, F=(-y,x, 1)

icht x-K
entspricht x-Komponente von (|) Linke Seite:
Urot F + (grad U) x F e 0 x L
zyklische Vertauschung ~»  behauptete Identitit rot(UF) =rot | xz | =| —y—-0 [ =] —y
z z+z 2z
(ii) Rechte Seite:
o ~y ~y
UrotF — F xgradU = zrot X — X x grad z
1 1
0-0 —y 0 0
= z| 0-0 | — X x| 0 |= 0
141 1 1 2z

Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 2-4 Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 3-1

Beispiel: Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten

lllustration der Identitit rot(rot F) = grad(div F) — AF fiir das Vektorfeld
Fiir Zylinderkoordinaten

X’z
F=1 y’x X=0C0sp, y=osing, z=z
2%y
gelten fiir raumliche Skalarfelder
(i) Linke Seite:
U=9®(0,¢,2z
Xz zc—0 2y ( )
rot | rot [ y?x =rot| x>-0 | =] 2z und Vektorfelder
%y y?—0 2x F = F,&,+ Fy€, + F,&
(i) Rechte Seite: die Transformationsregeln
Ax?z 2z + 2y 2z 2y
grad(2xz+2yx+2zy)—| Ay?x | = 2x+2z |-| 2x | =| 2z
AZ%y 2y + 2x 2y 2x

Differentialoperatoren Rechenregeln fiir Differentialoperatoren 4-1 Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten 1-1




1
gradU = 0,P¢,+ -0,%¢&, + 0,P¢e,,
0
.= 1 1
divF = E(’)g(gFg) + EapF(p + 0,F,,
—» 1
rotF = (—&sz — 8ZF¢) & + (8.F, — 9,F,) &,
0
1 =
+E (0p(0Fp) — 0pF,) &
sowie
1 1, 5
AU = Eag(gﬁéﬁb) + ?%CD +0;9.

(i) Quellenférmiges Vektorfeld:

Divergenz

Spezialfall F = ¢°¢,

F= ¢(Q)€g

div F = 239 (ov) = + 010

divF = (s +1)o°?

divergenzfrei fiir s = —1 bis auf die Singularitdt im Ursprung

Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Beispiel:
(i) Axialsymmetrisches Skalarfeld:

U=, o=V

Gradient und Laplace-Operator
1
grad U = 008, = &'&,, AU = ~ 9, (00,0) = " + o' ¢'
1%

Spezialfall U = p° ~»

gradU = so* '€, =s(x*+ Yy [y
0

2 s-2
AU = s%
Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten 2-1

(iii) Wirbelférmiges Vektorfeld:

F =1(0)é,
Rotation
1 0
rot F = —0, (ov) & = 0
0 1/}/_|_ Q—lw
Spezialfall F = ¢°&, ~
0
rot F = 0
(s+ 1)1
rotationsfrei fiir s = —1 bis auf die Singularitdt im Ursprung
23



Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Fiir Kugelkoordinaten
x =rsinvcosp, y=rsindsinp, z=rcosv
gelten fiir raumliche Skalarfelder
U=d(r,9,¢)

und Vektorfelder .
F = F.& + Fyéy + Fe,

die Transformationsregeln

Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Beispiel:
(i) Radialsymmetrisches Skalarfeld:

U=®(r), r=+vx2+y2+2z2

Gradient und Laplace-Operator

1 2
grad U = 0,9¢,, AU= —2(9,- (r28,¢) ="+ Z¢’
r r

Spezialfall U =r°* ~~

X
grad U = Srs_lé;, = S(X2 + y2 + 22)5/2—1 y
z
AU = 5(5 + 1)r5—2
harmonisch fiir s = —1 bis auf die Singularitdt im Ursprung

Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

1 1
= r(D_;. = (D_‘ — - _a ¢—”
grad U o de; + raﬂ eﬂ+rsm198¢ €p
1 1
F -
r2 rsinﬂago <P+ rsin ¢
R 1 . =
rot F = rsinﬂ(@g(smﬁﬁp)—@p/:ﬁ)er
1
rsind

1
—i—; (Or(rFy) — OgFr) &,

divF = ia, (r’F,) + dy (sinIFy),

+ (0, Fr —sin¥0,(rF,)) €

sowie

1, o, 1 1 ,
AU = 50, (P0,9) + 05+ 5=y (sin10y®) .

Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten 1-2

(i) Quellenformiges Vektorfeld:
F=4(ng
Divergenz
- 1 2
divF = S0, (rPy) =¢' + =9
r r
Spezialfall F = ree, o~

divF = (s+2)r"!

divergenzfrei fiir s = —2 bis auf die Singularitdt im Ursprung

Differentialoperatoren Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten 2-2



Kurvenintegral eines Skalarfeldes

Fiir eine Kurve C mit reguldrer Parametrisierung

x(t)
[a,b] 5 t = 1(t) = | ¥(t)
z(t)

und ein Skalarfeld U wird das Integral

b
Ju=[uaenirold 171= e+ 07+ @,
C a

als Kurvenintegral von U iiber der Kurve C bezeichnet.
Der Wert des Integrals ist unabhangig von der Parametrisierung,
insbesondere auch von der Orientierung.

Integration Kurvenintegral

A2:B2

Ci
Cs

Cs

(-

nicht zusammenhangender | zum Teil mehrfach durchlaufener
Weg C=C + G Weg C=CG+G -G+ G

AlzBl

1-1

B
. offener Weg —C mit
umgekehrter Durchlaufrichtung
A v
Integration Weg 1-2

Weg
Ein Weg
x(t)
C:la,b]>t—r(t)=| y(t)
z(t)

ist eine Kurve mit festgelegtem Durchlaufsinn, der im Allgemeinen durch
Pfeile angedeutet wird.

Man sagt, die Kurve verlduft von A = (x(a), y(a), z(a)) nach

B = (x(b), y(b), z(b)).

Gilt A = B, so spricht man von einem geschlossenen Weg.

Integration Weg

Fiir zusammengesetzte Wege ist die Notation
G+---+GCn

gebrauchlich.

Dabei kénnen einzelne Wegstiicke mehrfach durchlaufen werden

(> G # U G), und die Vereinigung der Wege muss nicht
zusammenhangend sein.

SchlieBlich bezeichnet man mit —C den in entgegengesetzter Richtung
durchlaufenen Weg C.

Integration Weg




Arbeitsintegral eines Vektorfeldes

Fiir einen Weg C mit reguldrer Parametrisierung
[a,b] 3t = A(t) = | y(t)

und ein Vektorfeld F wird das Integral

/ﬁ-dF:/bﬁ(F(t)).F'(t) dt

C

als Arbeitsintegral bezeichnet.

Integration Arbeitsintegral

In Komponentenschreibweise hat das Arbeitsintegral die Form

/dex—i-Fydy—i-dez
C

mit dx = x'(t) dt, dy = y'(t) dt, dz = Z/(t) dt und F,, F,, F, den
Komponenten von F.

Integration Arbeitsintegral

Es entspricht dem Kurvenintegral der Projektion F; von F in tangentialer
Richtung,

=P ), () =

und ist unabhangig von der Parametrisierung bei gleichbleibender
Orientierung des Weges.

Bei Umkehrung der Durchlaufrichtung von C 3ndert sich das Vorzeichen
des Integrals.

Integration Arbeitsintegral 1-2

Beispiel:

Beim Durchlaufen des Viertelkreises

0-(549)- (20) remem
im Kraftfeld

wird die Arbeit

w/2 /2
2 o = o _ cost \ [ —sint

/F a7 = /F(F(t)) r(t)dt—/(_sint) ( o )dt
C 0 0

w/2

. 2 7/2
= /—2costsmtdt: [cos t]o =-1

0

verrichtet.
21



Beispiel:
Fiir ein Geradenstiick
C:t—At)=pF+td, telab]

ist
F(ty=d, dr=ddt.

DefinitionsgemaB ist somit fiir ein Vektorfeld F die verrichtete Arbeit

b
/ﬁ.df:/ﬁ(,ma).gdt.

C

Integration Arbeitsintegral

Flachenintegral eines Skalarfeldes

Fiir eine Flache S mit reguldrer Parametrisierung

x(u, v)
y(u,v)
z(u,v)

D> (u,v)— rlu,v) =

und ein Skalarfeld U wird das Integral

[/Udszjylmnmmnmmvnmmw = 0,7 x B,
S D

als Flachenintegral von U iiber S bezeichnet.
Der Wert des Integrals ist unabhangig von der Parametrisierung,
insbesondere auch von der Orientierung des Normalenvektors 7.

r,

Beispielsweise ist fiir

- (0 7

A1) = (x(1), y(1))" =

(;),tehﬂ=mﬂ

(t,1+ 2t)" und fir

~(2,)
X“+y

die verrichtete Arbeit

3
2t(1 + 2t) 1 B
/<t2+1+2t> (2)‘# -

0

= [26 4362+ 2], =87.

3
/6t2+6t+2dt
0

3-1 Integration Arbeitsintegral 3-2

Beispiel:
Integral eines linearen Skalarfeldes U = p'- 1 iiber ein Dreieck
D:(u,v)— Au,v)=3+u(b—3)+v(E—3a)

mt0<u<1l,0<v<1l—u
Normale (konstant)

= 0yrx 0,F = (5—5) x (€—a), |n]=2areaD
~>  Flachenintegral

a—i— u(E—§)+v(5—§)> 2area D dvdy
g ds

U(Fuv)

Integration Flachenintegral

1-1 Integration Flachenintegral 2-1



inneres Integral

1—
/v:/'u:(1—u)ﬁ-§'+(1—u)uﬁ-(E—é)—l-_Tp'(E'—a
0

Vereinfachung  ~»

(Flacheninhalt x Wert von f am Schwerpunkt)

Integration Flachenintegral

~+  Flachenintegral
// Ulal dudv = / uvV/ 1+ u?dvdu
D

00

™

2 [ 72 1 3/2
- U 2y =" | 2
= 2/u 1+ u?du 2[3(1+u) ]

0

0

Integration Flachenintegral

2-2

3-2

Beispiel:

Integral des Skalarfeldes U = /x2 + y2 z iiber die Fliche

ucos v
S: D> (u,v)—ruv)=| usinv |, 0<uv<m
v
(um die z-Achse verdrehter Streifen)
Normale _
cos v —usinv
A=0,Fxo,F=1 sinv X U cos v
0 1

= 047 - 0,7 = V1+

U(Fu,v)) = ViR cos? v + 2 sin vv = uv

Integration Flachenintegral 3-1

Flussintegral eines Vektorfeldes

Der Fluss eines stetigen Vektorfeldes F durch eine Fliche S mit regularer
Parametrisierung

x(u, v)
D> (u,v)— flu,v) = ygu, vg €S

in Richtung der Normalen

is

t //l':'d§=//l—:.fi‘°d52///':(?(”»v))'ﬁ(U,v)dudv_
s 5 5

Integration Flussintegral 1-1




Man bezeichnet dabei Die Glattheitsvoraussetzungen an F und 7(u, v) kénnen abgeschwicht
o werden, indem man das Integral iiber einen geeigneten Grenzprozess
dS = idS, dS = |A(u,v)| dudv, o & geele P
definiert.
als vektorielles Flachenelement.
Bei gleicher Orientierung des Normalenvektors ist das Flussintegral
unabhéngig von der gewdhlten Parametrisierung.
Die Umkehrung der Normalenrichtung bewirkt eine Anderung des
Vorzeichens.
D 4F>
12 13
Beispiel: Fluss von F durch S
- L1 u? 2v
Fluss des Vektorfeldes F = (x, 1, yz)* durch die Fliche // E.dS — // 1 A —aw | duav
02 S 0 0 uv? 4+ v3 2u
S:Au,v)=| ut+v |, 0<uv<1 11
v2 = //2u2v—4uv—i—2u2v2—i—2uv3 du dv
partielle Ableitungen 00
1,1 _ _
2u 0 Jo Jo utvPdudv = (a+1)7H(B+1)7H
Our(u,v)=|{ 1 |, Olu,v)=| 1 11 11 11 11 7
0 v 20— —4——+2- - +2-—=——

32 22 7933 " %24 36

~»  Normale (z-Komponente positiv gewihlt, Fluss nach oben)

2v
m(u,v) = 0yr(u,v) x OyF(u,v) = | —4uv
2u

Integration Flussintegral 2-1 Integration Flussintegral 2-2



Fluss durch einen Funktionsgraph

Der Fluss eines stetigen Vektorfeldes F nach oben (positive z-Komponente
der Normalen) durch den Graph S einer differenzierbaren skalaren
Funktion z = f(x, y) iiber dem Definitionsgebiet D C R? ist

//ﬁ-d§://—anxf—Fyayf+dexdy.
S D

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 1-1

Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes F = (x, 1, z)t in z-Richtung durch den Graph der
Funktion z = f(x,y) = x> — y iiber dem Bereich D : |x| + |y| <1

Symmetrie des Vektorfeldes und Funktionsgraphen zur yz-Ebene
~>  Integration iiber den Teilbereich von D mit x > 0 (Faktor 2)
Gesamtfluss

X

11—
// F@f—F8f+Fdxdy—2// —x(2x) + 14 x> — y dy dx
0 x—1

1 e
:2/[—x2y+y—§y2} dx =
) _

2/—2x2(1—x)+2(1—x)+0dx:§
0

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 3-1

Beweis:

x(u, v) u
S:(uyv) = Auv)=| y(uv) | = v
z(u,v) f(u,v)
partielle Ableitungen und Normale mit positiver z-Komponente
1 0 —0O,f
Oyr'= 0 , OyF = 1 , n(u,v)=0,rxo,r=1 —o,f
ouf oy f 1

~  Fluss

Ouf
// (Flu,v)) - A(u, v)dudv = // F, |- | —o.f | dudv
F, 1

// —F0,f — F,0,f + F, dudv

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 2-1

Beispiel:

Fluss eines konstanten Vektorfeldes F = p durch einen Teilbereich S einer
Ebene
S:z=f(x,y)=ax+by+c, (x,y)eDCR?

in z-Richtung (von unten nach oben)

Formel fiir den Fluss durch einen Funktionsgraph — ~-

//ﬁdg = //—apx—bpy-l—pzdxdy
S D

= area(D) (—apx — bp, + pz)

(Oxf = a, 0,f = b)

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 4-1



Fluss durch einen Zylindermantel

Der Fluss eines Vektorfeldes
F = Fy&, + F &, + F;&,
nach auBen durch den Mantel eines Zylinders mit Randkurve o = g(¢) ist

27 Zmax
/ Foo— F,0,0 dzdy.
0 Zmin

Der Fluss des Vektorfeldes durch eine Rotationsflache, die durch Drehung
der Kurve ¢ = o(z) um die z-Achse entsteht, ist

2T Zmax
/ Fo0 — F;00;0 dzdy.
0 Zmin
v
Integration Fluss durch einen Zylindermantel 1-1

Beweis:

Darstellung des Vektorfeldes und Parametrisierung der Mantelflache in
Zylinderkoordinaten

0COS Y
F=F,e,+Foe,+F.é, S:rpz)=]| opsing
z
(i) o=o(y):
nach auBen gerichtete Flachennormale
0,0€0s p — psing 0
M(p,z) = 0,7 x 0,1 = O0p0sinp+pcosp | x| 0
0 1

Jp0sin p + pcos
= —0,0c0sp + gsinp
0

= —0,0€, + 06€,

Orthogonalitat der Basisvektoren €,, €,, €, ~ F.ii=Fyo— F,0,0

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 2-1

Der Fluss durch den Mantel eines Kreiszylinders mit ¢ = a ist demnach

27 Zmax
a//ngzdgo,

0 Zmin

d.h. nur die axialsymmetrische Komponente des Feldes liefert einen
Beitrag.

Insbesondere ist beim Kreiszylinder der Fluss fiir ein axialsymmetrisches
Feld F = f(0)é, gleich 2ma(zmax — Zmin)f(a).

Integration Fluss durch einen Zylindermantel

(i) o=o(2):

nach auBen gerichtete Flachennormale

—osinp 020COS
M(p,z) = 0p,F X 0,7 = 0Cos x | Ozosiny
0 1
0Cos
= osing | = &, — 00z 0¢;
—00z0

~»  Feldkomponente in Normalenrichtung
F'ﬁ:FQQ_FzgazQ

o0 konstant fiir einen Kreiszylinder
~>  Verschwinden der Terme mit Ableitungen von g

Integration Fluss durch einen Zylindermantel

1-2

2-2




Beispiel:
Fluss des Feldes
xz? 0z% cos
F = yz® = | o0z%singp
(x* + y?)z 0’z

von innen nach auBen durch den Mantel eines Zylinders mit Abstand a zur
z-Achse und zyin =0, Zpax = b
normale Feldkomponente

0z° cos cos
Fop=F-&=| 0z°sinp |-| sinp | = 0z?
0%z 0
Fluss
27 Zmax 27 b 2
2

F,(a,¢,2)dzdyp :a//az dzdp = 2b3/ dp = §7razb3

0 Zmin 0 0 0
31

Fluss durch eine Sphare

Der Fluss eines in Kugelkoordinaten dargestellten Vektorfeldes
F=F&+ Fyéy+ Fué,

von innen nach auBen durch eine Sphare mit Abstand r = R zum

Ursprung ist
T 27
//F,R2sin19d<pd19,
0 0

d.h. nur die radiale Komponente des Feldes liefert einen Beitrag.
Insbesondere ist der Fluss fiir ein radiales Feld F = f(r) €, gleich
47R%f(R).

Integration Fluss durch eine Sphare 1-1

Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes

—

F = oé, + z&,

nach auBen durch einen Zylindermantel, der durch die Kardioide
o(¢) =1 — cosg im Bereich z € [0, a] erzeugt wird

2w a

//FQQ— Fs0,0 dz dy
0 0

Fob=0,F, =0 =

21 a 2T
5 5 2
o (p)dzdp=a [ (1 —cosp) dp=a 27r+0+7 = 3ma
00 0
1
Beispiel:
Fluss des Vektorfeldes
X r cos psin
F=02+y?) | y | =(rsin?)?| rsingsing
0 0

von innen nach auBen durch die Sphire S mit Radius R und Mittelpunkt
im Ursprung

radiale Feldkomponente

rsind cos ¢ sin ¥ cos ¢
Fo(r,9,0) = F-& =(rsin®)? | rsindsing |-[ sindsing
0 cosv
= (rsin®)?rsin®v
21



r=R ~» Flussvon F durch § Beispiel:

T 27

// F...dS = // F,dS = //Fr(R,ﬁ, ©) R2sind dip d Fluss der senkrechten Str-bmung F = (0,0, z)t = (0, 0, rcos )t von
—_— unten nach oben durch die Halbkugelschale
S S 00 ds
x 2n S:r=R, 0<¢p<27r, 0<¢¥<7/2
= Rs// ~sin5 v, dp dv radiale Feldkomponente
0 0 (1—cos?2d)?sind 0 cos psin
— RS [_Cosﬁ+gco53ﬁ_lcossﬂ] F,(r,z?,go):ﬁoé: 0 . sin @ sin 4 = rcos’ 9
3 5 0 r cos cos
4 2 32 -
= 27RS (2— - +2) =SqRS =R ~
i ( 3 + 5) 57 r=R Fluss von F durch S
/2 2x /2 27

//F,(R,ﬂ,cp)azsinﬁdnpdﬂz//R3cos2ﬁsin19d<pd19
0 0 0 0

/2
3 —cos3 ¥ / 27 R3
2R 3 = 3
¥=0
22 31

Beispiel: Fluss durch eine Sphire S mit Radius R
2T
axialsymmetrisches Feld //(FQ sing + F, cosd) R?sin® dv dy
Cos ¢ 0 00 -
F = Fo0,2)& + +F:(0,2)&;, €& = 5"(‘)90 » €z = 2 = 27rR2/(FQ sin 4+ F; cos ) sind dv
0
radiale Feldkomponente Spezialfall F, = 0 F,=c. o=rsind ~
- R S|_m9cc_)sg0 ﬁ'é:ngin19+cm0519:R2$sin25+119+cc0519
F,=F-&, &=/ sindsing -
cos ¥ Jo cos¥d =0 ~»  Fluss von F durch S
s
&, & =sind, & & =cost) = orR2 [ RZsin® 2 9dd — onR2R% (2(s +1))!
22(s+1)((s + 1)1)2
Fr = FysintY 4+ F, cos 0

_ 2 (R (2542
- T2 s+1

Integration Fluss durch eine Sphare 4-1 Integration Fluss durch eine Sphare 4-2



Orientierter Rand einer Flache

Der orientierte Rand C eines ebenen Bereichs D setzt sich aus Wegen C;
zusammen, deren Durchlaufsinn so gewahlt ist, dass D links von C; liegt:

C=C+ -+ Cn.

Dies bedeutet, dass die nach auBen gerichtete Kurvennormale i und der
Tangentenvektor t ein Rechtssystem bilden.

Cy

orientierter Rand
S=G+---+G

Cy

Integralsitze

Orientierter Rand 1-1

Satz von GauB

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einem reguldren
raumlichen Bereich V/, der durch eine Flache S mit nach auBen
orientiertem vektoriellen Flachenelement dS berandet wird, gilt

/V//divl-:dV:é/I-:-d§.

Die Glattheitsvoraussetzungen an F und S kénnen abgeschwacht werden,

indem man die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.

Integralsitze Satz von GauB 1-1

Entsprechend setzt sich der orientierte Rand C einer rdumlichen Fliche S
mit orientierter Normalen r" aus Wegen C; zusammen, deren Orientierung
so gewahlt ist, dass an einem Kurvenpunkt das Kreuzprodukt aus

Tangentenvektor t an die Kurve und Normalenvektor i der Fliche von der

Flache weg zeigt.

Integralsatze Orientierter Rand 1-2

Beweis:

Hauptsatz fiir mehrdimensionale Integrale ——

// 8,,F,,dV://F,,n§dS
v S

mit F, den Komponenten von F
Summation tiber v =1,2,3, dS =1°dS ~

Z o,F, = divF

ZFl/n,(deZ = ﬁr?°d5=l—jd§

d.h. die behauptete ldentitat

Integralsatze Satz von GauB 2-1



Beispiel: (i) Iv=[f[,divFdV:
Divergenz
w E 3 2
[llustration des Satzes von GauB fiir die Einheitskugel divF = Oxx + Oyxy + 0,2 =1+ x + 3z

V: r?=x2+y?+ 2% < 1 mit Oberfliche S und das Vektorfeld Darstellung mit Kugelkoordinaten ~ ~~

X 1 7w 27
F= X)3’ ly = ///(1 4 rcos psin ¥ + 3r? cos® ¥) r?sin ¥ dpdddr
z %’_/
dv

unter Verwendung von Kugelkoordinaten o
Produktform des zweiten und dritten Terms, fo cospdp =0~

x =rsindcosp, y = rsindsinp, z = rcosv

1 ™

Volumen- und vektorielles Fldchenelement I, = volV+0+2r /r4 dr /3c052 Jsind dvo

dV = r?sinddrdodddr ) 0 0

2 _ = 4 1 o 44 32

ds €rsin ﬁdc;godﬁ = 37 + 27 [Er ],:0 [— cos 19]19:0 =37 + T

(Radius R =1)
31 3-2
(i) Is=[[sF-dS: Beispiel:
. sin 1 cos ¢ sin 1 cos ¢ Illustration des Satzes von GauB fiir das radiale Feld F = r°e, und die
Fr = F-& = sindcospsindsing |- | sindsinyp Kugel V : r < R mit Oberfliche S: r =
cos3 ¥ cos

Formel fiir die Divergenz in Kugelkoordinaten ——
= cos? @sin? Y + sin? @ cos @ sin® ¥ + cos* 0

A 1 2,5
~>  Flussintegral divF = ﬁa H(ror?) = (s +2)r*

T 2w

dV =4rrPdr —
Is = //Fr sin ¥ dypdv
—_———— R

x . ///divl—de:47r/s+2 Htdr = 47R? (s > —2)
= 7r/sin19(1—coszﬁ)dﬁ+0+27r/cos4195in19d19 v 0

° . . 0 . i} dS=¢&dS =
= w([—cosﬁ]g+[—cos3ﬁ] )—1—277 [——cos519] . ,

3 0 5 0 //F-dSZ//RSdSZarea(S)R‘S:(47TR)Rs

B 2 43 g g
= 27 37r+57r 157r

Integralsatze Satz von GauB 33 Integralsatze Satz von GauB 4-1



Volumenberechnung mit dem Satz von Gaul3

Fiir einen reguldren rdumlichen Bereich V/, der durch eine Fliche S mit
nach auBen gerichteter Normale berandet wird, gilt aufgrund des Satzes

von Gaul3
3voIV=//F-d§.
s

Insbesondere erhilt man fiir ein lineares Feld F = Ar wegen div F = Spur A

Spur A vol V://(Af).dsT.
S

Integralsatze Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von GauB 1-1

Satz von GauB in der Ebene

Fiir einen reguldren ebenen Bereich A mit entgegen dem Uhrzeigersinn
orientierten Rand

C: tes A(t) = (x(t),¥(1))

(Rand liegt links) gilt fiir ein stetig differenzierbares bivariates Vektorfeld
F = er_;( + Fygy

//divl—:dA:/l—j-ﬁodC:/l—?xdF,

A C C
wobei
divF = OxFx +9,F,, F xdF= (Fy/'(t) — F,X'(t)) dt.
11

Beispiel

Polyeder V' mit Inkugel (beriihrt jede Flache), Radius r;
Hesse-Normalform  ~~
7-dS =7 i dS=rdS
~——

—=const

Volumenberechnung mit dem Satz von GauB  ~~

3vol(V) = //F’ dS = // r;dS = r;area(S)
S S

@ Hexaeder mit Kantenldge a:

Oberfliche 622, Inkugelradius 3, Volumen a* = (6a° - a/2)/3
@ Tetraeder mit Kantenlage a:

Oberflache 4%@ = a%y/3, Volumen ‘?233 ~  Inkugelradius ‘{ga
o Kugel (Grenzfall):

Volumen 4 Oberfliche 47r2  ~  korrektes Verhiltnis r : 3

3 1
Integralsatze Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von GauB 2-1

Beispiel:
[llustration des Satzes von GauB fiir das ebene Vektorfeld
(5 7)
Xy +vy

tiber dem Bereich A, berandet von der Kurve C, die aus den zwei
Kurvenstiicken

At) = ( é ) te[-m/2,7/2]

Fz(t)=( - > te[-n/2,7/2]

cost

besteht

Integralsatze Satz von GauB in der Ebene 2-1



(i) Linke Seite im Satz von GauB:

7/2 cosx /2
//divl—jdA: / /1+(x+1)dydx: /(2+x)cosxdx:4
A /2 0 —7/2

(i) Rechte Seite:
F| dF=(1,0)'dt auf G = F x dF=0 und folglich Integration
nur tber G

w/2
/ Fxdf = / (=t —cos®t) (—sint) — (—tcost + cost)(—1) dt
—_——— — ~ 4
C —m/2 Fx y' Fy, x!
w/2
= / tsint—l—costdt:[2sint—tcost]i/:/2:4
—7/2
(Integrale von ungeraden Funktionen iiber [—7/2,7/2] sind null.)
22
Beispiel:

Flacheninhalt des Gebiets A, das von einer Ellipse C mit Halbachsenldngen
a, b > 0 berandet wird

Parametrisierung der Randkurve:
acost
0= (35t ). el

Flacheninhalt

area A = 1 7 x dF—l acost « —asintdt
2 2 bsint bcost dt
C

Integralsatze Flichenberechnung mit dem Satz von GauB 2-1

Flachenberechnung mit dem Satz von GauB

Der Inhalt einer ebenen Flache A mit entgegen dem Uhrzeigersinn
orientierten Rand C : t — (t) lasst sich durch

berechnen.

Anstatt von 7 kann auch ein anderes Vektorfeld F mit konstanter
Divergenz verwendet werden; der Faktor 1/2 ist dann durch den 1/ div F
Zu ersetzen.

Integralsatze Flachenberechnung mit dem Satz von GauB 1-1

Satz von Green

Fiir ein stetig differenzierbares bivariates Vektorfeld F auf einem reguldren
ebenen Bereich A mit entgegen dem Uhrzeigersinn orientierten Rand

C: t—r(t) gilt
//rotﬁdA:/ﬁ-dF,
A

c
wobei rot F = OxFy — Oy Fx.
Diese auf Green zuriickgehende Identitat ist ein Spezialfall des Satzes von
Stokes.

Die Glattheitsvoraussetzungen konnen abgeschwacht werden, indem man
die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.

Integralsatze Satz von Green 1-1




Beweis: Beispiel:

Hauptsatz fiir zweidimensionale Integrale: [llustration des Satzes von Green fiir das Vektorfeld
_ =0 _ =0 = _( ax+ by
[[oe-[en. [[an- [ Foan = (202
A C A C

und die Einheitskreisscheibe

mit (A°, ﬁ?,) der nach auBen gerichteten Einheitsnormalen von A

setze g = F,, h = —F und beriicksichtige A x4+ x3<1

. y'(t) ) o0 - B mit dem Rand
n(t) = , n-=n/ln], dC=|n(t)|dt
0-( 2 /| (o) Cren (). tepan
sint
A
y/ X! oo
Oxg — 0yh = F,—= + Fx— dt= [ F-d
[[ s —on= [ (5o +Fofig) mee= [ F-di
A c C
21 31
@ Flachenintegral: Beispiel:
//(3xFy —0,F) dA = // c— bdA=n(c—b) singuldres Vektorfeld .
= -y
A A F= 22 )2 ( N )
o Arbeitsintegral: auf der Kreisscheibe
27
= acost+ bsint —sint A:x>+y><R, R>0
F-dr = . . dt
ccost+ dsint cos t
C 0 T Rotation
7t
27 rot ﬁ = axFy - 8yFX
= /—acos tsint — bsin’t + ccos® t + dsin t cos t dt _ X2 +y2 — x(2x) B —(x2 -|-y2) +y(2y) .y
0 (x2 + y?)2 (x2 + y2)2

= 7(c—b),

da [Z"sintcostdt=0und [2"cos? tdt = [ sin®tdt =0

Integralsitze Satz von Green 3-2 Integralsitze Satz von Green 4-1



Parametrisierung des Randes C der Kreisscheibe Satz von Stokes

F(t)z(x(t) ) :R( C°St), t € [0,2n]

y(t) sin t Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einer reguldren Flache S

Arbeitsintegral mit orientiertem Rand C gilt

/ﬁ-d?: /Fxxl-i—Fyy' //I”OtF'dSZ/F-dr.
S C

C
27 5
—Rsint ) Rcost Die Glattheitsvoraussetzungen an F und S konnen abgeschwicht werden,
N / R2 (=Rsint) + R2 Rcostdt =2m 70 indem man die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.
0 v

kein Widerspruch zum Satz von Green wegen der Singularitat von F bei
(0,0)

Integralsatze Satz von Green 4-2 Integralsatze Satz von Stokes 1-1

Beweisskizze:

ol

Approximation von F durch ein stiickweise lineares Vektorfeld auf einer

Triangulierung von S F = AX+ 5 bestimmt durch Wer-
te an den Eckpunkten P, Q, R

P
Q
Zerlegung von A in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil
1 1
A=D+E dix= 53+ aj) gk = 5(ajk — aiy)

Der symmetrische Anteil G = DX + b besitzt ein Potential:

1 - -
Uzi)?-(Df(')-l-b-)?, gradU =G
Aufhebung der Arbeitsintegrale im Inneren

. . ~»  Fiir den symmetrischen Anteil sin beide Seiten im Satz von Stokes
~> nur ein Dreieck zu betrachten

null.

Integralsatze Satz von Stokes 2-1 Integralsatze Satz von Stokes 2-2



~>  betrachte nur ein antisymmetrisches Feld

0 - h3 h2 X1
H= h3 0 —m X2
—hy M 0 X3

(i) Linke Seite [[qrot H-dS:

—h3xz + hax3

rot H rot —hix3 + h3xy

—hax1 + hixo

Normale: (¢~ 5) x (7 5)/I(d — 5) x (7~ P)\
iyl Tl b i

Integralsatze Satz von Stokes

Beispiel:

[llustration des Satzes von Stokes fiir das Vektorfeld
F=(z,x y)
und die Halbkugelschale

I
>y
X
x|

S:x2+y?’+22=1, z>0

o Rotation von F

. Oyy — 0,x
rotF=| 0,z—0xy | =
Oxx — Oyz

o vektorielles Flachenelement in Kugelkoordinaten

dS = & dS = (sind cos p, sindsin @, cos ) sin ¥ dpdd

@ Randkurve:

C: t— rt) = (cost, sint, 0)F,

Integralsatze Satz von Stokes

t € [0,2n7]

2-3

3-1

(ii) Rechte Seite |- H-dr
betrachte Teilrand C, : p+t(d—p), 0 <t <1
~  Arbeitsintegral

1
| Bt (= pde= (Fxp)-d

(Der zweite Term verschwindet, da (3% b)- b = 0.)
analoge Betrachtung fiir die Wege C, und (g ~~

Linke Seite im Satz von Stokes:

7T/2 2T

//rotl-:-dg = //(cosgosinz?—|—sin<psim9+c0519)sinﬁdgodﬂ

/Fl-dF = (hxp)-G+(hxg) -F+(hxP)-p
C
= (Fxq)-h+(Gx7)-h+(Fxp)-h
aufgrund der zyklischen Invarianz des Spatproduktes
~  Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus (/)

0 0
1 w/2
= 0+0+2rm [—sinzﬁ] =7
2 ¥=0
Rechte Seite:
2 0 —sint
/F~dF’ = / cost | - cost dt
c 0 sint 0
N——
7 (t)
27
= /cos2 tdt=m
0

24

3-2



gleiches Resultat fiir die Kreisscheibe
r cos
A:5(ryp)=| rsinp |, 0<r<1, 0<¢p<2m,
0

wegen des unverdnderten Randes:

1 27 1 0
//rotﬁ-dﬁz// 1 110 |rdedr=mn
A 00 1 1
(Polarkoordinaten: dA = r dpdr)

Flussberechnung als Arbeitsintegral:

Cu GCo
mit
. 2 —sint
/F-df’z/ 0 cost dt=0
e 0 0 0
und
. 2r [ sin(—t) sin(—t)
/ F-dr= —cos(—t) —cos(—t) | dt =2rm
e 0 1 0

(sin®t + cos®t = 1)
=  Fluss durch den Mantel gleich 27

Integralsitze Satz von Stokes

Beispiel:
Fluss der Rotation des Vektorfeldes
yz
F(x,y,z)=| —xz
z
nach auBen durch den Zylindermantel

S: X24+y?=1 0<z<1,

Berechnung mit Hilfe des Satzes von Stokes als Arbeitsintegral iiber die

Randkurven
cost cos(—t)
Co:ry(t)=| sint |, GCo: rp(t)=1 sin(—t)
0 1

(t € [0,27], entgegengesetzte Orientierung beachten)
33 a1

alternative direkte Berechnung:

Gesamtfluss durch die Zylinderoberflache null wegen div rot F=0
=  Fluss durch den Mantel entspricht der negativen Summe der
Fliisse durch Boden und Deckel

|| & = nur z-Komponente der Rotation relevant

<rot ﬁ)z = Ox(—xz) — 0y(yz) = -2z

Fluss durch den Boden (z = 0) null
Fluss durch den Deckel A (z =1):

// (—2)dA= —2area A= —27
A

=  Fluss durch den Mantel gleich 27

4-2 Integralsatze Satz von Stokes 4-3



Beispiel:

wirbelférmige Strémung um die z-Achse

-y
F:f(Q)e_;,, _;0:_ X ) Q:\/X2+y2
e e\ o
Fe

Formel fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten = ~~

. 1
rot F = (—0;F,)é,+0-¢€,+ E(ag(gF‘P))gz

0
= 0
'+ o 1f
51
Potential
Gilt
F=grad U,

so bezeichnet man U als Potential des Vektorfeldes F.
Fiir ein solches Gradientenfeld ist das Arbeitsintegral wegunabhingig und
kann als Potentialdifferenz berechnet werden. Fiir jeden Weg

C:tw—rlt), te]ab],

von P: p=r(a) nach Q: g = r(b) gilt

/ﬁ- dF = U(Q) — U(P),

C

wobei in Anlehnung an die Schreibweise einer Stammfunktion fiir
U(Q) — U(P) auch [U]2 geschrieben wird.

Insbesondere ist [ F - dF = 0 fiir geschlossene Wege C.
Potentialtheorie Potential 1-1

4

(i) Fluss von rot F durch die Kreisscheibe A: x2 + y2 < R? nach oben:
Satz von Stokes ~»  Arbeitsintegral iiber die Randkurve

Rcost

C: F(t):( Reint ), t €[0,2n],

d.h.
//rotl-:-dg = /I-:~dF
c
S

27

—sint —Rsint

_ /f(R)< o )( e >dt—27er(R)
0 7

-~ -~

€y dr

(ii) Fluss von rot F durch das Rechteck S = [—a, a] x [—b, b] nach oben
im Spezialfall f(o) = o:

L 0 0
//rotF-dS:// 0 |- 0 |dS=8ab
5 5 2 1
Integralsatze Satz von Stokes 5-2
ds

Beweis:
setze ¢ (t) = U(r(t))
Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung —

b

U(Q) - U(P) = w(b) - 0(a) = | 5 w(e)de

a

Kettenregel —
d
Eﬂ)(t) = grad U- I:'(t)

und wegen grad U = F

a/biw(t)dta/bﬁ‘F(t)dtC/ﬁ~dF

Potentialtheorie Potential 2-1



Beispiel:

Vektorfeld und Potential

ﬁ:( x ):gradU(x,y), U=(x*—y?)/2

Wege

sint

6 w0 - (), en.

Cs

G: Rt = ( ), te[0,1],

1-—t
0
. 0
oA = (7). repa,

Potentialtheorie Potential 3-1

(iii) Verichtete Arbeit als Potentialdifferenz:
Ulxy) = (x* = y?)/2 =

=1

N —
N~

/ﬁ- dF = U(0,1) — U(1,0) = —
C

fiir beliebige Wege C von (1,0) nach (0,1)
~»  Grund fiir die Ubereinstimmung der Arbeitsintegrale entlang von (;
und & + G

Potentialtheorie Potential

33

(i) Arbeitsintegral von (1,0) nach (0,1) entlang C;:

w/2 . w/2
/I—:-dr" = /( C?“)-(_Smt>dt:/—25intcostdt
—sint cos t
G 0 0
= Jeos?t]7/? = -1

(i) Arbeitsintegral entlang von G, + GCs:

o= JO (D) ()2

G+G

—1ldt=-1

I
o

Potentialtheorie Potential 3-2

Beispiel:
Potential eines radialsymmetrischen Vektorfeldes

—

F=p(r)e, = U=d(r),d =9

Uberpriifung mit der Kettenregel
1
hP(Vx2+y2+22) = @& (V/x24y2+ 22) E(x2 + y? 4+ z%)(2x)
©

= p(r)x/r

analog: 0,® =@y/r, 0, =pz/r

PONY
_ t/,, ¢
gradU = ¢(r) (x, y, 2)"/r=F
N——
&
=



Anwendung auf das Gravitationsfeld Gravitationskonstante: v = 6.7 - 10711 krgsz
= Erdmasse: M = 6.0 - 102k
_ -2 = g
F= Me’ Erdradius: [p] = R = 6.4 - 10°m
® ~>  Fluchtgeschwindigkeit
Bilden der Stammfunktion von ¢  ~~  Potential

2-6.7-6.0 m
=/ 7" 107 = =~
U=~yMmr~?! V= \/ 6.4 10 s 11.2kan/s

aufgewendete Arbeit (gegen das Kraftfeld), um von einem Punkt P aus
das Gravitationsfeld zu verlassen

—

- [ #ar= (m M/ ia] - yn|51) = v |5
C |g]—o0

Gleichsetzen der potentiellen und kinetischen Energie  ~~
Startgeschwindigkeit bei einem antriebslosen Flug

., 2vM
YMm/|p] = (m/2)v? = —_—
1]
Potentialtheorie Potential 42 43
Beispiel: Berechnung der verrichteten Arbeit auf direktem Weg:

& =(x,y, 2)t/r, dF =F(t)dt ~»
Ein Elektron bewegt sich in einer Spulenwindung der Hohe h, d.h. entlang

cost —sint
des Weges

o sint . cost
/ ht/(2m) h/(2m)
(

cos? t +sin’ t 4 h2t2 /(472))3/2

C: r(t) = (cost, sint, ht/(2n))", t€]0,2n],
im elektrischen Feld F(7) = 2e,, r = |r], das von einer Punktladung im
Ursprung induziert wird.
Potential ) B / h?t/(472)
U=--, gradU=F B (1+ h2t2/(4m2))3/2

dt

O
h
Q
~
|

dt

(Formel fiir den Gradienten in Kugelkoordinaten: grad f(r) = f'(r)€, )
Berechnung der Arbeit als Potentialdifferenz an den Endpunkten =

27
f(0) = (1,0, 0),, F2m)=(1,0, h)* [ \/Wwyﬂ)]

der Kurve C: = 1- m
1
U(1,0,h) — U(1,0,0) = ——=+1
( )~ Ul ) V1+ k2

Potentialtheorie Potential 5-1 Potentialtheorie Potential 5-2



Existenz eines Potentials

Fiir ein stetiges Vektorfeld F auf einem zusammenhingenden Gebiet D
existiert ein Potential U genau dann, wenn das Arbeitsintegral
wegunabhdangig ist.

In diesem Fall ist

U(P) = U(Py) +/ﬁ- di, F=grad U,
Cp

wobei Cp : t — r(t) ein beliebiger in D verlaufender Weg ist, der einen
fest gewahlten Punkt Py € D mit P verbindet.

Insbesondere ist U bis auf eine Konstante (den Wert U(Py)) eindeutig
bestimmt.

Potentialtheorie Existenz eines Potentials

Beweis:

(i) Wegunabhéngigkeit notwendig:
F=gradU =

/grad U-dr=U(Q)— U(P)
c
fiir jeden Weg C: P — @

(i) Wegunabhangigkeit hinreichend:
setze U(P) = [ FdFmit C: Py — P

Potentialtheorie Existenz eines Potentials

Ist das Vektorfeld F stetig differenzierbar auf D, so ist
rot F =0

notwendig fiir die Existenz eines Potentials.
Fiir ein einfach zusammenhangendes Gebiet D ist die Wirbelfreiheit

ebenfalls hinreichend. )
1-2

zeige: I—:=gradU
Gg=p+h& S:P-Q =

U(Q)—U(P):/ I—:dF—/ ﬁd?:/ﬁdf
c+S C S

aufgrund der Wegunabhiangigkeit
Parametrisierung
S:Ht)=p+te, te]0,h

h h
/ﬁd?:/ﬁ(ﬁ+ t6)- & dt — /F,-(5+ t6) dt
5 0 0
Mittelwertsatz der Integralrechnung —

/ﬁ. dF = hF(F+ 7€)

S
fir ein 7 € [0, A
22



i-te Komponente des Gradienten: Beispiel:
U(p+ h&) — U(p)

9;U(P) = lim = lim Fi(p) Bestimmung eines Potentials U des Vektorfeldes
h—0 h h—0 h .
— H t
(iii) Wirbelfreiheit notwendig: F=(siny, xcosy)
F=gradlU — U existiert, da

rot F = 8 (x cos y) — Oysiny =0
0iF; — 0jF; = 0;0;U — 9;0;U =0 - . L .
s ! ! und F global definiert ist (R? ist einfach zusammenhingend)

(alle Komponenten von rot F null) kanonischer Weg Cp: O — P

(iv) Wirbelfreiheit hinreichend: r(t) = (pit, p2t)t, t€[0,1]

D einfach zusammenhidngend — ~  Potential U (F = grad U) mit U(0) =0

jede geschlossene Kurve C berandet eine Fliche S in D 1

Satz von Stokes = UpP) = /I-:-dF: /< sin(pat) ) ' ( p1 ) dr
/ (p1t) cos(pat) p2

/ﬁ-d?z//rotﬁ-dgzo Cp
C S y

. . 1 .
= p1sin(pat) + pipat cos(pat) dt = [pitsin(pat)]s = p1sin po
—>  Wegunabhingigkeit des Arbeitsintegrals / (p2t) (P2t) [ (P20)lo

0
23 Existenz eines Potentials 31
h. U
Beispiel: Beispiel:
lineares Feld Differenziert man das Skalarfeld

:E = AF, A= (aj,k)

U =arctan(y/x) = ¢, x=rcosp,y=rsing,

Rotation
~ 932 — 423 mit der Kettenregel (d arctant/dt = 1/(1 + t?)), so erhilt man das
rotF=1| ai3—as;z Vektorfeld
a1 —aip -y
. . . . = x2 4 y? 1-

Existenz eines Potentials U < Symmetrie von A F=gradU = X =re,.
A=A" = F=gradU mit X212

U= %FtAF‘ Die Integrabilitatsbedingung ist fiir (x, y) # (0, 0) erfiillt:

—(CHyH)+22 P4y -23

OyFx — OcFy = (x2 + y2)2 (x2 + y2)2

Potentialtheorie Existenz eines Potentials 4-1 Potentialtheorie Existenz eines Potentials 5-1



Dennoch ist das Arbeitsintegral entlang eines Kreises C : x2 + y? = R?
nicht null:

—> A global definiertes Potential

kein Widerspruch zu rot F = 0, da das Definitionsgebiet von F nicht
einfach zusammenhangend ist

keine stetige (konsistente) Definition von U = ¢ auf einem Kreisring um
den Ursprung moglich

Ein Potential existiert (ndmlich U = ¢) auf jeder einfach
zusammenhangenden Menge, die den Ursprung nicht enthalt.

Potentialtheorie Existenz eines Potentials 5-2

Das Potential U kann auch mit Hilfe des Arbeitsintegrals bestimmt werden.
Aufgrund der Wegunabhangigkeit des Arbeitsintegrals kann ein Weg von P
nach Q gewahlt werden, der parallel zu den Koordinatenachsen verlauft.
Wahlt man den Weg, der zunachst parallel zur x-, dann parallel zur y- und
zuletzt parallel zur z-Achse verlauft, ergibt sich fiir das Potential das
Hakenintegral

q1 a2 a3
uQ) = U(P)+/ Fx(Xap27p3)dX+/ Fy(Q17y7P3)d}/+/ F.(g1,q2,2) dz.
P1 P2 P3

Meist ist es dabei giinstig, fiir den festen Punkt P den Ursprung zu wahlen.

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials 1-2

Konstruktion eines Potentials

Ein Potential U fiir ein Vektorfeld F (I—:= grad U) kann durch sukzessive
Integration konstruiert werden.
Bilden einer Stammfunktion beziiglich der ersten Variablen liefert

U(x,y,z) = /dex = Ui(x,y,z) + Gi(y, 2).

Nun folgt aus F, =9, U =0, U; + 0, G

Gy 2) = [ (F = 3,Uh) dy = Ualy,2) + Cale)
und schlieBlich aus F, = 0,U = 0,U; + 9,U> + 0,C

G(z) = /(Fz —0,U; — 0;Us) dz = Us(z) + c.

Insgesamt ergibt sich

U= Ul(Xayaz)+ U2(y,Z)+ U3(Z)+C.

Konstruktion eines Potentials

Potentialtheorie

q3

Pps

P2 D

Durch Permutation der Koordinaten ergeben sich noch fiinf weitere
mogliche Hakenintegrale. Man wahlt daraus dasjenige aus, bei dem die
Integranden moglichst einfach werden.

1-1

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials
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Beweis:

Integrabilitdtsbedingung rot F=0 —

ax [Fy - 8yU1] = axFy _ayaxul = aXF_y — any — 0’

d.h. [...] ist nicht von x abhéngig und die Definition von U, ist
gerechtfertigt

Analog ist [F, — 0,U; — 0, Us] weder von x noch von y abhingig.

O [F; — 0,Ur — 0,Us] = 0xF, — 0,0xU1 — 0,05U> = OxF, —0,Fx—0=0

und
Oy [F; — 0,U1 — 0, U] = 0, F, — 0,0,U1 — 0,(F, — 0, Uy) =0

~>  Rechtfertigung der Definition von U

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials

Integration nach y = ~~

/Fy—ayUl dy:/—2y—xz+xzdy: —y? + G(2)
~—
U2(.yvz)

Integration nach z =~

/Fz—azUl—(9ZU2dz:/2—1—3x—xy—3x+xydz: 2z +c
Us(2)

Zusammenfassen der Terme ~  Potential

U = Ul(X,y,Z)+ U2(.y’z)+ U3(Z)+C
X2 +3xz—xyz —y>+2z+c

mit ce R

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials

Beispiel:

Konstruktion eines Potentials U fiir das Vektorfeld

2x+ 3z —yz
F = —2y — xz
24 3x —xy

priife die Integrabilitdtsbedingung

B 0y(2+3x —xy) — 0:(—2y —xz) 0
rot F = | 0,(2x+3z—yz) — 0x(2+3x—xy) =(0 v
Ox(—2y —xz) — 0y(2x+3z—yz) 0

Integration von Fx nach x  ~~

/dex:/2x+3z—yzdx:x2+3xz—xyz+C1(y,z)
—_———

Ul (X,y,Z)
Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials 3-1

Beispiel:

parameterabhangiges Vektorfeld

= 2x + ax?y
F:< N ), a€eR

Integrabilititsbedingung —
rot F =3x% — ax? = 0,
dh. a=3
Bestimmung des Potentials durch sukzessive Integration:

dU=F, =2x+3 = U=x>+xy+ G(y)
und
oU=F = B+ Cly)=x3+4y3, Gly)=y*+c
~  Potential fiir F mit o =3

U=x*+x3y+y*+c

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials 4-1



Beispiel:
Konstruktion eines Potentials U fiir das wirbelfreie Vektorfeld
2x+ 3z —yz
F = —2y — xz
2+ 3x—xy

Potentialwert U(O) = 0 im Ursprung O = (0,0,0)" ~~

a2 s

qi
U(Q) = U(O)+/FX(XvoﬂO)dX+/Fy(qlvy)o)dy+/Fz(q17q272)dz
0

0 0
q1 q2 q3
= /2xdx+/—2ydy+/2+3ql—q1q2dz
0 0 0

= i — ¢ +2q3+3q193 — Q1203

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials

Beispiel:

Aus der ldentitat

rot(UG) = Urot G + (grad U) x G
erhilt man fiir
wegen rot 7 =0

~+  Vektorpotential

fur F=3xr

Potentialtheorie Vektorpotential

Hakenintegral

5-1

2-1

Vektorpotential

Ist das Vektorfeld F als Rotation eines Vektorfeldes A darstellbar,

—

F = rotA,

so wird A als Vektorpotential von F bezeichnet.

Potentialtheorie Vektorpotential

Existenz eines Vektorpotentials

Auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet D besitzt ein stetig
differenzierbares Vektorfeld F genau dann ein Vektorpotential A, wenn F
auf D quellenfrei ist:

JA: F=rotA & divF=0.

Das Vektorpotential ist bis auf ein Gradientenfeld eines beliebigen
Skalarfeldes U eindeutig bestimmt:

rot B =rotA — E?:ﬁ—i—gradU.

Wahlt man U als Lésung der Poisson-Gleichung
—AU=divA,

so ist div B = 0, d.h. man erhilt ein quellenfreies Vektorpotential.
Diese spezielle Wahl wird als Eichung des Vektorpotentials bezeichnet.

Potentialtheorie Existenz eines Vektorpotentials
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Einsetzen der Definition von A, und A, ~~

Beweis:
N 1
(i) Fiir ein beliebiges Vektorfeld A gilt /(ayazAx — O0x0yA;)dy = 3 /(8yFy —0,F, — OxFx +0,Fy)dy = F,
div(rot A) =0 =0k
— Notwendigkeit der Quellenfreiheit (div F=0s —0,F, — OxFx = ayFy)

analog: 0xA, — 0yA« = F, und 0,A, — 0;A, = F,, also F=rotA
— Quellenfreiheit hinreichend

//(8 F, — 0,F;)dydz (iii) Gilt . . .
F=rotA=rotB,

+ ) dxdz .2 3 . . . . .
// so ist A — B rotationsfrei und besitzt also ein skalares Potential U.

//(3 Fx — 0, F,)dxdy

zweite Komponente von rot A

(ii) definiere ein Vektorpotential A durch

0, Ay — OxA; = / (8,0, Ay — 0xD,A;)dy

21 22
Konstruktion eines Vektorpotentials Beweis:
0

Fiir ein quellenfreies, stetig differenzierbares Vektorfeld F lasst sich durch

fFZ(§7y7Z) dE _jFx(Xan;C) dC

0 A=
A’(Xyz): sz(fa%Z)df—fo(XO,y,C)dC —ny(§’y7z)d§
' Y X0 N 20 X0
—ny(f,y,Z)dé' =
X0 X X V4
ein Vektorpotential definieren, wenn die Integranden an den —@){ Fy(&y,2) dS — az);g Fe(&,y,2) S+ 822{ Fulx0.y. Q) dC
entsprechenden Punkten definiert sind. Dies ist zum Beispiel der Fall fiir N X
einen Quader, der die Punkte (xo, yo,20) und (x, y, z) enthélt. rotA = 8)(){ Fy(&y,2) d
Analoge Formeln erhdlt man durch zyklisches Vertauschen der Variablen. X z
axfFz(f»)/az)df—afox(XOa%OdC

Anstelle von A, kénnen ebenfalls A, oder A, null gesetzt werden. o o

Potentialtheorie Konstruktion eines Vektorpotentials 1-1 Potentialtheorie Konstruktion eines Vektorpotentials 2-1



Vertauschung von Differentiation und Integration  ~~

5 _fayFy(gayvz)dé_faZFZ(€7y7z)d§+FX(X07.y7Z)
rotA = o X0

Fy(X7YaZ)
F.(x,y,z)

(?XFX(XO7.y7§) = 0)
F quellenfrei =  OxFc+0,F, +0.F, =0
Einsetzen in die erste Komponente  ~»

/ OFEoy, 2) dE + Ful30,y,2) = [Fl&,y, 2IES, + Ful0, . 2)

= Fx(Xa Y, Z)
— rotA=F
22
X X
2
by = / Fy(§y,2)d¢ = /asf —a1zd{ = a3x”" /2 — a1xz
0 0
~»  Vektorpotential
0 0
A= Ixz - sz = aixy + azyz — (X2 + 22)32/2
—lyy —a3x?/2 + aixz
symmetrisches Vektorpotential:
. axxy — ary’/2
B=| asyz— az?/2
a1zx — a3x? /2
32

Beispiel:

Konstruktion eines Vektorpotentials A fiir das Vektorfeld

azz — azy
F=axr=| ax— a1z
diry — axXx

dvF=04+0+0 = Existenzvon A
Basispunkt (xo, yo0,20) = (0,0,0) ~

X

Ixz :/Fz(ﬁ,y,z)df

X

/a1y — 3l dé = arxy — ax?/2

0 0
zZ Z
2
lzx:/FX(07y7C) d¢ = /azC—asydCZazz /2 — asyz
0 0

Die Differenz

axxy — a1y2/2

axx?/2 — aixy
0

B-A=
ist ein Gradientenfeld:

B-—A=gradU, U= arx?y )2 — aixy?/2

Potentialtheorie Konstruktion eines Vektorpotentials
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