Satz von Fubini

Ein Integral einer stetigen Funktion iiber einem Elementarbereich
Vioaj(xy, ... xj—1) < xj < bj(xt,...,x-1)

ldsst sich durch Hintereinanderausfiihrung eindimensionaler Integrationen
berechnen:
by ba(x1)  bn(x1yesXn—1)
/de / / / f(X1y ...y Xn)dxy - - dxodxy .
a1 a(x1) n(XLyeesXn—1)

Dabei spielt die Reihenfolge der Variablen bei der Beschreibung des
Elementarbereichs keine Rolle. Insbesondere gilt fiir Doppelintegrale mit
konstanten Integrationsgrenzen

b d d b
//f(x,y) dydx = //f(x,y) dxdy .
a ¢ c a

I, /10




Beispiel

Integration von
f(x,y) = ycos (xz)

tiber dem Bereich




Satz von Fubini ~»  Berechnung mit zwei eindimensionalen
Integrationen:

X

; ; y=vx
/f = / /ycos dy dx:/[—cos } dx
0 0 y=0

v
(1 1 !
= /—xcos (x?) dx = |=sin (x?)| = ~sin(1)
2 4 . 4
0
Vertauschung der Integrationsreihenfolge  ~~
nicht (explizit) berechenbares Integral
1/ 1
/f:/ /ycos(xz) dx | dy
v 0 \y2
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Beispiel
]
Integration von

f(x,y,z) = x

tiber den Tetraeder
T: x,y,z>0, X+y-|—g§1

L]
z

Darstellung von T als Elementarbereich mit
Hilfe der Ungleichungen

0<x<1
0<y<1l-x
0<z<2(1—x—y)




Satz von Fubini  ~»

=

T

x [ 2(1=x—y)
xdz | dy | dx
0

X

2x(1—x—y) dy) dx

O T o~

2x (1—x)2—2x( x)?/2 dx—112

I
o\i—\ o\»—‘ o\»—t

x—2><2 +x3
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Beispiel
]
Volumen des Durchschnitts der beiden Zylinder

12X+y<r x2 22 < r?

o
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Symmetrie ~»  Betrachtung der Teilkdrper im ersten Oktant;

Integrationsgebiet: Viertelkreisscheibe, definiert durch Z;
K: 0<x<r, 0<y<+vr2-—x2

Z, ~» Hoéhe h(x,y) =+Vr?> — x? des Schnittkérpers tiber K

Teilvolumen

Vri—x2 r

/h_/ / V2 = x2dy dx—/r —x)dx—r3—%r =2r3/3

0

~ 16r3/3 als Volumen fiir den gesamten Korper

L 1



Beispiel

Das Volumen V,, der n-dimensionalen Einheitskugel
B,={xeR": |x|] <1}

ist
24/ mh
Vo= —#,
nl(3)
mit der Gamma-Funktion I'.

Fiir n < 6 sind die Werte in der folgenden Tabelle angegeben:

n |[1]2 3 4 5 6
V,|2|n|4r/3|7%/2|8r%/15 | /6

Definition der Gamma-Funktion =

2
vol By =2 = ﬂ By =[-1,1]
)
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Induktionsschritt (n — 1) — n:
Schnitt von B, mit der Hyperebene x, =&, (-1 <£<1) ~

(n — 1)-dimensionale Kugel mit Radius /1 — £2
Satz von Fubini —
1
vol B, = /(1 — 52)"51 vol B,,_1 d¢

-1

(Skalierung des Volumes von B,_1 mit der (n — 1)-ten Potenz des Radius’)
Substitution £ =sint, d§ = costdt ~»

/1 (1-8)7F a = /W/z (1-sin?t)

-1 —7/2

costdt

/2
= 2/ (cos t)" 1 costdt
0

)

2
+1)

A

= Vit

ﬂ
—~
M\:
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Induktionsannahme

2‘/71'”_1

vol Bn—l = m

~ expliziter Ausdruck fiir vol B,
r(2kL) 2y -1
r(5+1) (n—1r(=2)

Funktionalgleichung der Gamma-Funktion,

vol B, = V7

MNx+1)=xI(x)

—
ol B. — 2y i ir(t)  2yAn
T (=) Er(5)  nT(3)
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