Simplex

Ein n-dimensionaler Simplex S ist die konvexe Hiille von n+ 1 Punkten

Pos - - -, Pn, die nicht alle in einem (n — 1)-dimensionalen Unterraum liegen
bzw. fiir die die Vektoren v, = px — po, k =1,...,n, linear unabhingig
sind: n
5:{x:25kpk : Zskzl, sk > 0}.
k=0 k
Pk pk
Po Vg Po Uk
n=2 n=3

Zwei- und dreidimensionale Simplizes werden als Dreiecke bzw. Tetraeder
bezeichnet.
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Fir pk = (Pk1s - - -+ Pk,n)t € R” kann das Volumen eines Simplex mit Hilfe
von Determinaten berechnet werden:

POt Pn

1
vol S = — 1

1
" :m|det(v1,...,vn)| .
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Parallelepiped

Ein n-dimensionales Parallelepiped P wird von n linear unabhangigen

Vektoren aj aufgespannt:

P:{X:ZSka: OSSkS].}.
k=1

¢ (%5
n=2

UV

n=3

Zwei- und dreidimensionale Parallelepipede werden als Parallelogramme
bzw. Spate bezeichnet.
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Fiir vy € R" ist das Volumen eines Parallelepipeds der Betrag der
Determinante der aufspannenden Vektoren:

vol P = |det(v1,...,Vvn)| .
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Integrationsbereich

Ein Elementarbereich V C R" wird nach einer geeigneten orthogonalen
Koordinatentransformation x — x’ durch Graphen stetig differenzierbarer
Funktionen ax und by begrenzt:

a1 < x; < by, ax)) <x5 < ba(xq)

an(Xi? tee 7Xr,1—1) S th1 S bn(XI/la cee 7Xr/1—1)

Dies ist eine kanonische Verallgemeinerung eines rechteckigen Bereichs,
bei dem die Grenzen ay, bx konstant sind.

Die Abbildung zeigt einen zweidi-
mensionalen  Elementarbereich. Die
y-Koordinate ist durch zwei Funktionen
ax(x) und byp(x) begrenzt. Entsprechend
konnen fiir einen dreidimensionalen
Elementarbereich die Schranken fiir die
z-Koordinaten von x und y abhangen.
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Eine bis auf Randkurven bzw. -flichen disjunkte endliche Vereinigung von
Elementarbereichen wird als reguldrer Bereich bezeichnet.

Zur Berechnung von Integralen zerlegt man den Integrationsbereich in
moglichst einfache Elementarbereiche. Bei einer numerischen
Approximation wird meist eine Zerlegung in Simplizes bevorzugt (Dreiecke
in zwei bzw. Tetraeder in drei Dimensionen) und auf eine exakte
Randdarstellung verzichtet.
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Mehrdimensionales Integral

Das Integral einer stetigen Funktion f auf einem reguldren Bereich
V C R" kann als Grenzwert von Riemann-Summen definiert werden:

fdv = i f(P)AYV, AV, = vol V.
/ Allfgog (Px) k> k = Vol Vi

Dabei wird V durch eine Vereinigung Va von bis auf Rander disjunkter
Elementarbereiche V) (im Allgemeinen Simplizes oder Parallelepipede)
approximiert, d.h. die Volumina der Differenzmengen V\ VA und VaA\V
streben gegen Null. Mit |A| wird der maximale Durchmesser der V
bezeichnet und Py ist ein beliebiger Punkt in V.

Die Schreibweise AVy — dV symbolisiert den Grenzprozess, und dV
nennt man das Volumenelement. Abkiirzend schreibt man auch fv f oder,
wenn man die Integrationsvariablen hervorheben will, ausfiihrlicher

/f(x)dV:/f(xl,...,x,,)dxl...dx,,.
14 v
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Aufgrund der Stetigkeit von f ist die Definition des Riemann-Integrals
sowohl von der Wahl der Elementarbereiche V) als auch der Punkte Py
unabhingig.

Fiir eine positive Funktion f
entspricht das Integral dem
Volumen der Menge

{(x1,...,%n,h) : 0 < h < f(x)

Insbesondere ist f 1 das Volu-
1%

men des Integrationsbereichs
V.

Die Glattheitsvoraussetzungen an f und V kdnnen abgeschwacht werden,
indem man das Integral liber einen geeigneten Grenzprozess definiert. Man
spricht dann von einem uneigentlichen Integral.
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Beispiel
]
Integration von

f(x,y) =xy

tiber den Bereich

V:0<x<1, 0<y<1+4x?

-

7\
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Approximation fiir ein Quadratgitter mit Gitterweite h = 1/n
Wy S Gnkhy=h D0 Yk
0<j<n 0<kh<1+(jh)? 0<j<n 0<k<n+j2/n

Vernachlassigung von Termen hoherer Ordnung  ~~

WY j((n+42/n)?/2+ O(n))

0<j<n

=h* N )2+ +°/(2n) + O(r?)
0<j<n

1 1 1
:<Z+Z+E>+O(h),

denn Y g, O™ = 0™ /(m+1) + O(n™)
~ 1—72 als Wert des Integrals
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Satz von Fubini

Ein Integral einer stetigen Funktion iiber einem Elementarbereich
Vioaj(xy, ... xj—1) < xj < bj(xt,...,x-1)

ldsst sich durch Hintereinanderausfiihrung eindimensionaler Integrationen
berechnen:
by ba(x1)  bn(x1yesXn—1)
/de / / / f(X1y ...y Xn)dxy - - dxodxy .
a1 a(x1) n(XLyeesXn—1)

Dabei spielt die Reihenfolge der Variablen bei der Beschreibung des
Elementarbereichs keine Rolle. Insbesondere gilt fiir Doppelintegrale mit
konstanten Integrationsgrenzen

b d d b
//f(x,y) dydx = //f(x,y) dxdy .
a ¢ c a

I, Y




Beispiel

Integration von
f(x,y) = ycos (xz)

tiber dem Bereich




Satz von Fubini ~»  Berechnung mit zwei eindimensionalen
Integrationen:

X

; ; y=vx
/f = / /ycos dy dx =/[—cos } dx
0 0 y=0
1

v
1 1 !
= /—xcos( %) dx = | > sin (x*)| = - sin(1)
2 4 . 4
0
Vertauschung der Integrationsreihenfolge — ~~
nicht (explizit) berechenbares Integral
1/ 1
/f:/ /ycos(x2) dx | dy
v 0 \,2
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Beispiel
]
Integration von

f(x,y,z) = x

tiber den Tetraeder
T: x,y,z>0, X+y-|—g§1

L]
z

Darstellung von T als Elementarbereich mit
Hilfe der Ungleichungen

0<x<1
0<y<1l-x
0<z<2(1—x—y)

1 Y
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Satz von Fubini  ~»

=

T

x [ 2(1—x—y)
xdz | dy | dx
0

X

2x(1—x— )dy) dx

O T o7

2x (1—x)2—2x( x)?/2 dx—112

I
D\i—\ o\i—\ o\»—\

x—2x2 +x3
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Beispiel
]
Volumen des Durchschnitts der beiden Zylinder

12X+y<r x2 22 < r?

o

L Y



Symmetrie ~»  Betrachtung der Teilkdrper im ersten Oktant;

Integrationsgebiet: Viertelkreisscheibe, definiert durch 23
K: 0<x<r, 0<y<+Vr2-x2

Z, ~» Hoéhe h(x,y) = Vr?> — x? des Schnittkérpers tiber K

Teilvolumen

Vri—x2 r

/h_/ / V2 = x2dy dx—/r —x)dx—r3—%r =2r3/3

0

~» 16r3/3 als Volumen fiir den gesamten Korper

L Y



Beispiel

Das Volumen V,, der n-dimensionalen Einheitskugel
B,={xeR": |x|] <1}

ist
24/ mh
Vo= —#,
nl(3)
mit der Gamma-Funktion I'.

Fiir n < 6 sind die Werte in der folgenden Tabelle angegeben:

n |[1]2 3 4 5 6
V,|2|n|4r/3|7%/2|8r%/15 | /6

Definition der Gamma-Funktion =

2
vol By =2 = ﬂ By =[-1,1]
)
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Induktionsschritt (n — 1) — n:
Schnitt von B, mit der Hyperebene x, =&, (-1 <& <1) ~»
(n — 1)-dimensionale Kugel mit Radius /1 — &2
Satz von Fubini —
1
vol B, = /(1 —€2)"2 vol B,_1 d¢

-1

(Skalierung des Volumes von B,_1 mit der (n —1)-ten Potenz des Radius’)
Substitution £ =sint, d§ = costdt ~-

1 n—1 /2 n—1
/ (1—52) 2 de = / (1—sin2t) 2 costdt

-1 —7/2

/2
= 2/ (cost)" ! costdt
0

e
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Induktionsannahme

vol Bn—l =
~> expliziter Ausdruck fiir vol B,

r(%l) 2v/ -1
r(5+1) (n—1r(=2)

Funktionalgleichung der Gamma-Funktion,

vol B, = V7

MNx+1)=xI(x)
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Transformation mehrdimensionaler Integrale

Fiir eine bijektive, stetig differenzierbare Transformation g eines reguldren
Bereichs U C R" und eine stetige Funktionen f gilt

/fog|detg’\dU:/de, vV =g(U),
v v

wobei die Determinante der Jacobi-Matrix von g, det g’, als
Funktionaldeterminante der Transformation bezeichnet wird. Sie
beschreibt die lokale Anderung des Volumenelementes:

dV =|detg’|dU.

U
9
[ i

L WS




Fiir eine lokal orthogonale Koordinatentransformation g, d.h. bei
orthogonalen Spalten von g’, ist

n

|detg’| =]

i=1

og
Ox;

)

d.h. der Skalierungsfaktor des Volumenelements ist das Produkt der
Skalierungsfaktoren der einzelnen Variablen.

Bei einer affinen Transformation y = Ax + b dndert sich das

Volumenelement gemaB
dy = |det Al dx.

Insbesondere gilt fiir eine Skalierung der Variablen, y; = \;x;
dy,- = )\,‘ dX,' .

Die Voraussetzungen konnen etwas abgeschwacht werden. Insbesondere
muss die Bijektivitit von g und die Invertierbarkeit von g’ nur im Innern
von U gefordert werden.

L S



Unstetigkeiten von f und bestimmte Singularitdten sind ebenfalls mdglich,
wenn die Existenz beider Integrale gewahrleistet ist.
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Beispiel
]
Integration iiber einen Bereich V/, der durch zwei geradlinig verbundene
Parabelsegmente begrenzt wird

(;):(52) (;):<_1)+(52> 0<u<l

]
kontinuierliche Verschiebung der Parabelsegmente

<;):V<_11>+<52>, 0<v<1

~  bijektive Abbildung auf das Einheitsquadrat U

(51 (5)-(22)- wsnvs:
v y v+u
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u

0 1

Jacobi-Matrix der Abbildung
dx,y) (1 -1
o(u,v) \(2u 1

mit Funktionaldeterminante

d(x,y)
d(u,v)

det =2u+1>0



Volumenelement
dV =dxdy = (2u+1)dudv = (2u + 1)dU

Transformationssatz fiir f(x,y) =x+y —

/(x+y)dxdy

v

/[(—v+u)+(v+u2)} (2u + 1) dudv

c

1
/(u +uv?)(2u+1) dudv
0

2u34-3u24-u

2 1
i - -9
(4+1+2) dv
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Beispiel
I ——.

Volumen eines Torus, der durch Drehung der Kreisscheibe,

(X):<R+’?C°5§>, 0<s<1, 0<9¥<o2r,
z rssin

mit Radius r < R um die z-Achse erzeugt wird

mogliche Parametrisierung

X (R + rscos ) cos
y | =p(s,%,¢) =1 (R+ rscosd)singp
z rssin v

mit 0 < ¢ <27

(Ersetzen von der Richtung (1,0, 0) durch (cos ¢, sin ¢, 0) in der
Parametrisierung der Kreisscheibe)
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B 0 y
\j/ R\ /

I —4 4
Jacobi-Matrix der Transformation p : (s,9,¢)" — (x,y,z)"

rcoscosp —rssindcosp —(R 4+ rscosd)sinp
p' = (ps, P9, py) = | rcosdsing —rssindsing (R + rscosd)cosp
rsin rs cos 0

L ST



orthogonale Spalten  ~-»  Funktionaldeterminate
|det p'| = |ps||psl|py| = |r]|rs||R + rscos®d| = r’s(R + rscos )

Berechnung des Volumens mit dem Transformationssatz =~~~

27 27

1
///rzs(R—i-rscosﬁ)d@dfﬂds
000

1 27 1 27

=27r? //5Rdz9ds+//rs2cosz9d19ds
0 0 0 0

1
= 27r? / 21sRds + 0 | = 272Rr?
0
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Beispiel
I ——.
Integration iiber ein Parallelogramm V/, das durch eine affine
Transformation des Einheitsquadrates U = [0, 1]? parametrisiert wird:

Usx—y=Ax+beV

Der Eckpunkt b und die Spalten von A spannen das Parallelogramm auf,

- (13) e (2)

Y2

1 Y1




Funktionaldeterminante der Transformation

I(y1,¥2)

det
d(x1,x2)

=detA=10

Integral einer linearen Funktion

i
fly)=3y1 —4y, = (3,4
(v) =3y1 —4y> = ( )<y2>
tber V:

ki

v

O\H S—

f(Ax + b)-10dU

JJow((12)(2)+(3)) wiman -

3(4X1 +2X2-|—2) 4(X1 +3X2-|—1) 8x1—6x2+2
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Verallgemeinerung:
invertierbare affine Abbildung des Einheitswiirfels U = [0, 1]",

(X1, %p) > Ax + b

~  Parallelepiped V/, aufgespannt durch die Spalten der Matrix A
Integral einer linearen Funktion f(y) = c'y iiber V

/f: /ct(Ax+b)]detA|dx: ct(Ae/2 + b)| det A|
v U

mit e = (1,...,1)
Begriindung:

/ ctAxdx = 2/ ctajx;dx = Z cta;/2
U —Ju ;
mit a; den Spalten von A
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Lange einer Kurve

Die Lange L einer Kurve mit stetig differenzierbarer Parametrisierung

t—p(t), a<t<b,ist
b
[ o
a

Speziell gilt fiir eine Kurve in der xy-Ebene mit der Parameterdarstellung

p(t) = (x(t), y(t))
L= /b JX(02 + (02 dt .

Insbesondere hat der Graph einer Funktion y = f(x), x € [c, d] die Lange

L:/d,/1+f'(x)2dx.
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Die Lange des Kurvenstiicks zwischen p(a) und p(t),

t

s(1) = / p(r)]dr,

a

kann als kanonischer Kurvenparameter benutzt werden. Man erhilt die
sogenannte Parametrisierung nach Bogenlange:

q(s) = p(t), Id[=1.

Aufgrund des normierten Tangentenvektors gilt fiir diese kanonische

Parametrisierung
L
[ 7= flas)as
C 0

mit L der Lange von C.
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Beweis

Lange einer ebenen Kurve:

Approximation durch Streckenzug zu einer Partition des
Parameterintervalls in Teilintervalle [tj_1, t;]

y

p(ti1)

Ay

Az

- T
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Mittelwertsatz —
n n
Z AS,- = Z \/(AX,')2 -+ (Ay,-)2
i=1 i=1

= Y )2 + ()2 Aty
i=1

mit &, m;i € [ti—1, ti]
Riemann-Summe des angegebenen Integrals

L I



Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________|

Parametrisierung und Lange
einer Zykloide, die die Bahn- o
kurve eines Punktes auf einem " _

rollenden Kreis beschreibt

Bahnkurve (Abrollen entlang der x-Achse, Radius r)

x(t) = t+rcos(3n/2—t/r)=1t—rsin(t/r)
y(t) = r+rsin(37/2—t/r)=r — rcos(t/r)

denn t = (2xr) - Drehwinkel (27r) <=  Drehwinkel = t/r

cos(31/2 —a) = —sina, sin(37/2 — a) = — cos
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Lange des Bogens fiir t € [0, 27r]

L = /027”,/x/(t)2+y’(t)2dt

2mr
:/0 /(L= cos(t/r)? + (sin(t/r))2 dt

Substitution s = t/r, dt = rds und ldentitaten

cos’p+sinp =1, 1—cosp=2sin’(p/2)

27 2T
L:r/ \/2(1—cos(s))ds:r/ 2sin(s/2)ds =8r
0 0
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Beispiel
]
Parametrisierung nach Bogenliange q(s) der Spirale

C:  p(t) = exp(t) ( cost ) . P(t) = exp(t) ( cost —sint )

sint cost+sint

Definition E

t

s(t) = / 1p'(7)|dr = / V2exp(r) dr = v2(exp(t) — 1)
0 0

bzw. t(s) = In(s/v2+1)
Einsetzen in Parametrisierung p —

B cos(In(s/v2 + 1))
q(s) = (s/v2+1) < sin(In(s/v2 + 1)) )
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Kurvenintegral

Das Integral einer stetigen Funktion f entlang einer Kurve C mit reguldrer
stetig differenzierbarer Parametrisierung

t—p(t) €R", |p'(t)| #0, t €ab],

/f—/ (0) /()] e

definiert und unabhangig von der gewahlten Parametrisierung.
Insbesondere erhalt man fiir f = 1 die Lange der Kurve.

ist als

Die Glattheitsvoraussetzungen an f und p kdnnen abgeschwacht werden,
indem man das Integral liber einen geeigneten Grenzprozess erklart.
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Beweis
Begriindung der Definition mit Hilfe von Riemann-Summen

/C fa ) F(p)lp (1) = p ()]

mit A: a=ty <ty <---<ty= b einer Partition von [a, b]
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Mittelwertsatz —
p1(71)
p(ti+1) — p(tj) = : At;
P(Tnj)
mit 7,j € [tj, tjr1] und At; = tj 1 — t;
gleichmiBige Stetigkeit von p’ auf [a, b] =
p(tir1) — p(t))| = P/ ()| At + At

mit |rj| < e fiir |[Atj] <0

—
-
Q

Zf ) 1P/ ()| At + R

IRl < Zlf(P(fj))lAfjlfjlSmaX!fl(b—a)E
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Verfelnerung der Partition = Riemann-Summe —
J2 £(p(t) 1P/ (1) dt

Approximation unabhdngig von der Parametrisierung
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Beispiel
]
Berechnung des Integrals der Funktion

f(X7.y7 Z) = eXp(—Z)

entlang n Windungen der Schraublinie C mit der Parametrisierung

cos t —sint
C: p(t)=| sint |, p(t)=]| cost |, te][0,2mn]
t 1
Pt =v2 =
27tn

/f = /exp(—t)\/idt

C 0
= V2[—exp(—t)]3™ = V2 (1 — exp(—27n))
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Eigenschaften des Kurvenintegrals

Das Kurvenintegral fc f ist linear in f und additiv bzgl. C:

oc/af-l-ﬁg:ozc/f-l-ﬂc/g
oc/de:C[erCZf.

falls C = C; U G und (7 und G, bis auf isolierte Punkte disjunkt sind.

Es héngt nicht von der Parametrisierung ab und ist (im Gegensatz zum
Arbeitsintegral und komplexen Kurvenintegral) ebenfalls unabangig von
der Orientierung der Kurve.
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Parametrisierung einer Flache
. __________________________________________________________________________________________________________________|
Eine stetig differenzierbare Parametrisierung

X1 )41
R> : — s(x) = :
Xn—1 Yn
tiber einem reguldren Bereich R beschreibt ein regulires
(n — 1)-dimensionales Flachenstiick S = s(R) C R", wenn s im Inneren

von R injektiv ist und die Vektoren 01s(x),...,0p—15(x) fiir alle x € R°
linear unabhangig sind.

£

——
R
S

e
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Der bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte Einheitsvektor £, der zu
der durch 015(x),...,0p,—15(x) aufgespannten Tangentialebene orthogonal
ist, wird als Flichennormale bezeichnet. Er bildet zusammen mit den

Vektoren 0;s(x) eine Basis von R".

L O



Flachenintegral
]
Das Integral einer stetigen Funktion f iiber einem regularen Flachenstiick
S mit Parametrisierung

X1 1

und Flachennormale £ mit [¢| = 1 ist als

/de: /(fos)\det(@ls,...,an—lsafndR
S R

definiert und unabhangig von der gewadhlten Parametrisierung.

Der Betrag der Determinante ist der Skalierungsfaktor der
Flachenelemente:

dS = |det(0ss,...,0n-15,&)|dR.
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Als Spezialfall erhdlt man fiir f = 1 den Flacheninhalt von S.

Die Glattheitsvoraussetzungen an f und s kdnnen abgeschwiacht werden,
indem man das Integral {iber einen geeigneten Grenzprozess definiert.
Dariiber hinaus kann eine Flache aus mehreren Flachenstidcken

zusammengesetzt sein. Das Fldchenintegral ist dann die Summe der
Integrale iiber die einzelnen Flachenstiicke.
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Beispiel

Integration der Funktion
f(x.y) = V252

auf dem durch
(1+r)cosy
(r,<p)r—>s(r,go): (1+r)5|ng0 , 0<p<2nm, —
12

N~
IN
.
IN
N =

parametrisierten Teilstiick einer Wendeltreppe S

A
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Tangentenvektoren:

cos ¢ —(1+r)sing
ss= | sing |, so=| (1+r)cosy
0 1

Orthogonalitit —

| det(sy, s, )] = [srl[sp] = /(1 + )2+ 1

Einsetzen in Definition des Flachenintegrals ~~

21 1/2
/de = //(1+r),/(1+r)2+1drdgo
s 0 —1/2
1/2
= 27r/(1+r),/(1+r)2+1dr

-1/2

1

27 2

= Tl et - G osn)
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Beispiel

Flachenelement des Graphen S einer Funktion z(x, y) sowie Integration
iber S

dS = \/1+ 22 + zZdxdy

Spezialisierung der allgemeinen Definition fiir die Parametrisierung

X
(x,y) = s(x,y) = y
z(x, y)
mit Flachennormale & parallel zu
1 0 —Zx
0 X 1 =\ —z
Zx z, 1
—— N —
Sx Sy
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=1 ¢ Lses, = |det(ses, O] =lscxs|=/1+2+2

z.B.
1
Z(X’y):X2+§y2 = dS=+/1+4x%2+ y2dxdy

Integration von f(x, y) = xy uber das iiber dem Rechteck [0, 1] x [0, 2]
liegende Flachenstiick  ~»

1 2
/de = //Xy\/mdydx
0 Jo

S
1 /1t )
= 5/[(1+4x —i—y)]
1 3
= g/ (5+4x)F = x(1+ 4x)?) dx
0
L1 s 1 \1' 61 5
= 21\ 55 4x%)2 — —(1+4x?)2 202
3|:(205+ X 2 20( + X)2>:|0 T c 5
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Volumenelement in Zylinderkoordinaten
I ——.

Fiir die Koordinatentransformation
X =pC0sp, y=op9sinp, z=2z
ist
dxdydz = pododpdz.

Insbesondere gilt damit fiir das Integral einer Funktion f auf einem
Zylinder Z: 0<0p< 09, 0<z< 27

20 27 Q0
/fZ///f(g,so,Z)Qdewdz,
V4 0 0 O

und, falls f nur vom Abstand p zur Symmetrieachse abhangt,
fZ f =2z fogo (o) odo.

Das Flachenelement fiir ebene Polarkoordinaten (x = rcosp, y = rsiny)
transformiert sich analog: dxdy = rdrdep.
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Beweis
Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation (x,y, z) = g(o, ¢, )

cosp —psing 0
g = (80,808:) = | sing ocosp 0
0 01

orthogonale Spalten (lokal orthogonale Transformation) =

|detg’| = |g,| lg,|lg:l =1-0-1=0
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Beispiel

Integral der GauB-Funktion:

berechne zunichst das Quadrat des Integrals:

o) 2 [e.e] [e.e]
/exp(—xz)dx = (/ exp (—x?) dx /exp(—yZ)dy
. e .

_ //exp(_x2_y2)dxdy
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Polarkoordinaten ~ ~~

21 00
00

O/O/exp(—r2)rdrdg0:27r [—%exp(_rz)]o -



Volumenelement in Kugelkoordinaten

Fiir die Koordinatentransformation

x =rsindcosy, y=rsindsiny, z=rcosv

ist
dxdydz = r’sinddrddde.

Insbesondere gilt damit fiir das Integral einer Funktion f auf einer Kugel
K:0<r<R

27 T R
/f:/ / / f(r,9,¢) r’sinddrddde.
K 0 0 0

R
Fiir eine radialsymmetrische Funktion ist [, f =47 [ f(r)r?dr .
0
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Beweis
Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation (x,y,z) = g(r, 9, )

sindcosyp rcost¥cosey —rsindsing
g =(g.80.8,)= | sinUsing rcosdsing rsindcosyp
cos v —rsind 0

orthogonale Spalten (lokal orthogonale Transformation) — ~~
Funktionaldeterminante

|detg’| = |gr||gol gyl =1 r-rsing = r? sin ¥

Integration iiber ¥ und ¢ bei einer radialsymmetrischen Funktion f:

27 pm
/ / sind dd dy = 27 [— cos V] = 4x
0 0

Vorfaktor bei der Berechnung von [, f = Flicheninhalt der
Einheitskugeloberflache
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Beispiel

Integral von r® iiber die Kugel K : r < 1 sowie iiber deren Komplement

(i) Integral iiber K:

2 w1

///r r 5|n19drrd19d<p—47r/ r“t2dr

1
a+3 _ 4r
existiert fur @ > —3 mit Wert 47 [ +3}0 = i3

(i) Integral iiber R3\ K:

2T T 00
///r r S|n19drd19d<p—47r/ rot2qr
a+3  4n
existiert fir a < —3 mit Wert 47 [ +3} L Tais
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Beispiel
]
Sauerstoffmenge in der Atmosphiare:

barometrische Hohenformel ~»  Druck in der Hohe h iiber Nullniveau

__©eqsh

p(h) =poe ~

mit pp = 101300% dem Normaldruck, oo = 0.150% der Sauerstoffdichte
auf Nullniveau (21% der Luft sind Sauerstoff) und g = 9.803 der
Erdbeschleunigung

ideale Gasgleichung ~»  Dichte

__P
RsT

0
. . kB
mit Ry = MMolekil
und T der in Kelvin gemessenen Temperatur (als konstant —3°C, also
T = 270K, angenommen)

= 519,’2'—&‘; der spezifischen Gaskonstante fiir Sauerstoff

L WS



~>  Naherung fiir die Gesamtmasse des Sauerstoffs in der Atmosphire

T 27 © 1 _ opgh
M:/ng:/ / / w r2sinddrdedd
J o Jo Jrn RsT

mit ry = 6.37 - 10m dem Erdradius

Substitution von h = r — ry und Integration iiber J und ¢  ~~

208
M:47T ePoO/ Po r2dr

zweifache partielle Integration ~~

0 5 o0 o 0
—cr 2 —r 2r —cr 2 —cr
dr=|—— R N

h fo
— Q8
(c=%)
] 62/100



insgesamt

_ A4mpo
 RT

M (c7'rd +2c 2 +2c7%) = 2.59 - 10%kg
Zum Vergleich

o Erdmasse: 6 - 10%*kg (2.3 - 10° M)

e Mondmasse: 7.4 - 10%2kg (2.9 - 10° M)
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Flachenelement in Zylinderkoordinaten
I ——.
Das Flachenelement fiir einen durch

o 0 COS
( S ) — osin
V4
parametrisierten Mantel S eines Zylinders mit Radius g ist
dS = odepdz.

Damit gilt fiir das Integral einer Funktion f in Zylinderkoordinaten

Zmax 27
/dez/ / f(o,¢,2) odedz.
z 0
S

‘min

L G



Beweis
Orthogonalitdt der Tangentenvektoren

—posiny 0
Sp = gcosy |, s;=1| 0
0 1

\det(s¢,sz,§)| = ’S<P| |SZ| =0

als Skalierungsfaktor fiir das Flachenelement
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Flachenelement in Kugelkoordinaten
|
Das Flachenelement fiir eine durch

R sin ¥ cos ¢
0 . .
( ) — [ Rsindsinyp
L4 R cos
parametrisierte Sphare mit Radius R ist

dS = R%sin9 dv, dyp

Damit gilt fiir das Integral einer Funktion f in Kugelkoordinaten

27 s
/de:/ / f(R,9,¢) R?sin 9 dddy
S 0 0

L Ty



Beweis
Orthogonalitdt der Tangentenvektoren

R cos ¥ cos —Rsindsing
ss=| Rcosdsiny |, Sp = Rsin v cos ¢
—Rsin? 0

| det(sg, 5, &)| = |ss| |s,| = R?sin®

als Skalierungsfaktor fiir das Flachenelement

L G



Beispiel

Bestimmung des Schwerpunkts S ei-
ner Halbkugelschale

H:x®>+y>?+22=1, z>0,

bei konstanter Dichte
Symmetrie =  x- und y-Koordinate des Schwerpunkts = 0

z-Koordinate:

=T

sin2z9]7r/2

2 %
s, area(H) = / /2 (cos¥)sind dddp = 27 [
0 0 S~~~ 0

z
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Schwerpunkt

Die Masse eines Korpers K mit Dichte o(x), x € K, ist

m:/KQ(X)dK.

Speziell erhélt man fiir o(x) = 1 das Volumen V von K.
Die v-te Koordinate des Massenschwerpunktes S berechnet sich gemiB

s, =m! /x,,g(x) dK.

K

Fiir o(x) = 1 ergibt sich

s, = v—1/ x, dK |
K

und S wird als geometrischer Schwerpunkt oder auch einfach als
Schwerpunkt bezeichnet.

I, Y



Beispiel

Schwerpunkt eines Kegels K:

0 < ¢ < 2m, 7N
OSQS%(b_Z)a
0<z<b

mit Grundkreisradius a und Hohe b.

Volumen V = %a2b
Symmetrie ~~»  x-und y-Koordinate des Schwerpunkts Null

z-Koordinate: )
S; = V /K zdK
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Transformation auf Zylinderkoordinaten — ~~

b pra(b—z)/b r2m
Vs, = // / 0z dpdedz
a(b—2z)
= 27r// de,de
a
=7 —(b—1z
/0 2(26-2) az

_ T 242
—12ab

~»  Schwerpunkt: S = (0,0, b/4)
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Tagheitsmoment

Das Tragheitsmoment eines Korpers K
mit Dichte o(x), x € K, um eine Ach-
se g ist

| = / dist(x, g)%0(x) dK ,
K

wobei dist die Abstandsfunktion bezeich-
net.




Beispiel

Tragheitsmoment einer Hohlkugel
K:

1—-a<r<i,
0<v<m,
0<p<2r

0,
%%,
727

é,',,

bei konstanter Dichte o

Symmetrie ~»  berechne das Tragheitsmoment um die z-Achse g

L Y



2
| = / // sing )2 (?sind) drdvdy
la ~

dist( (X,y z),8) dK
_ 2me (1-(1- a)5)/ sin® 9 do
5 0
_ 2me (1—(1-2a)®) |—cos¥ + L cos?y
87rg
= 15 (1 - (1 - a) )

Dichte g bei Masse 1 der Hohlkugel <=

27 T 1
1= /Q = / / / Qr2 sind drdddy = @(1 _ (1 _ 3)3)
K 0o Jo Ji-a 3
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Tragheitsmoment der ganzen Kugel
I(1)=2/5

Grenzwert fiir a = 0: /(0) = 2/3 (Regel von L'Hépital)

L Y



Volumen von Rotationskorpern

Das Volumen V des durch Rotation des Funktionsgraphen r = f(x) > 0,
a < x < b, um die x-Achse erzeugten Korpers ldsst sich durch Integration
tiber die kreisformigen Querschnitte berechnen:

b
V:W/ f(x)?dx.

\/
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Bei monotoner Radiusfunktion kann man alternativ iber die
Zylindermantel integrieren:

d
V=nc®(b—a)+ 27r/ rh(r)dr,
(o

wobei ¢ bzw. d der minimale bzw. maximale Radius r und h(r) die Hohe
des in dem Korper enthaltenen Zylindermantels mit Radius r sind.

L T



Beweis

(i) erste Formel

d = f(b)




Partition A mit Intervallen [x;_1,x;], i=1...n

Einschluss des Volumens durch einen Zylinder mit minimalem Radius f(&;)
und einem Zylinder mit maximalem Radius f(7;)

~»  Abschatzung fiir das Gesamtvolumen

71'2 f(fi)zAX,' S V S FZ f(?],')zAX,'
i=1 i=1

mit Ax; = x; — xj_1
Konvergenz der beiden Riemann-Summen —

b
V= 7r/ f(x)%dx
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(i) zweite Formel (monoton wachsendes f):

d= ) y = f(z)

v

a T b
Umformung der behaupteten Formel durch Substitution

r=f(x)ex=rFfr), dr="f(x)dx

L D



od

27T/C: f(a)d:f(b)h(r)rdr =

= Aquivalenz zur ersten Formel

(iii) analog: monoton fallendes f

b
7T/ (b — x) 2f(x)f'(x) dx
a S—~\—r——

u v/

b
7 [(b—x)f(x)?]° 4 / F(x)2

b
—7(b — a)c? +7T/ f(x)? dx
N——— a

innerer Zylinder

dx

81/100



Beispiel

Volumen eines Paraboloids, erzeugt durch
Rotation der Kurve r = /x um die x- ; -

Achse

‘ X

(i) horizontale Integration iiber Kreisscheiben (Radius f(x)):

a x2 a 1
W/(\/)_()de:T('|:—:| = Z7a®
et 2o 2

f(x

(ii) vertikale Integration iiber Zylindermantel (Hohe h(r)):

2 4

= <—7a

Va
27r/ r(a—r?)dr=2n
0 0 2

~——
h(r)

[ar2 r4]\/5 1,
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Beispiel

Volumen eines Torus, erzeugt
durch Rotation einer Kreisscheibe
mit Radius r um eine Achse im
Abstand R vom Mittelpunkt

Differenz zweier Rotationskdrper (7 [(r2 —r?)) ~
r 2 r
vV = 7r/ <R—|—\/r2—x2) dX—7T/
47r/ R\ r? — x2dx

—r

<R —\/r? —x2)2 dx

Substitution x = r sinp, dx = r cospdp ~~

w/2
V= 47rRr/ cos @ rcos pdp = 47rRr2g = 2712 Rr?
—7/2

I Y



Beispiel

Volumen einer Kugel mit Radius I
R mit ausgestanztem Zylinder um
die vertikale Achse mit Radius r !

” R

Integration iiber Zylindermantel mit Radius x, r < x < R:

R
V= 277/ xh(x)dr, h(x) =2V R%— x?

5 5
vV o= zw/ 2xV/25 — x? dx = 21 [-%(25—%)3/2]
3 3
= gw(25—9)3/2 = ?n
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Hauptsatz fiir Mehrfachintegrale

Fiir einen reguldren Bereich V C R" mit reguldrem (n — 1)-dimensionalem
Rand OV und nach auBen gerichteter Einheitsnormale £ gilt fiir eine stetig
differenzierbare Funktion f

/a,,f:/ fe&, v=1,...,n.
1% ov

Fasst man diese Gleichungen zusammen, so erhilt man die vektorielle

Identitat
/ gradf = fe.
v av

Die Glattheitsvoraussetzungen kénnen abgeschwicht werden, indem man
die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.
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Beweis
Approximation durch eine stiickweise lineare Funktion auf einer
Triangulierung von V

L Ty



Aufhebung von Randtermen im Inneren  ~~  nur ein Dreieck bzw.
Tetraeder zu betrachten

Q

dreidimensionaler Fall

f: 1im Ursprung e
0 an anderen Eckpunkten o
f linear: bestimmt durch Werte an den Eckpunkten
Linearitit =  0.B.d.A f null an 3 Eckpunkten
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(i) linke Seite [, grad f:
bestimme g = grad f aus Richtungsableitungen

adlg=blg=clg=0—-1=-1

Cramersche Regel —

-1 dy> as
g = | -1 b b3 /det(a,b,c)
-1 C C3

= [—b2C3 — a3 — axb3 + b3 + arcs + bza3]/(6vol V)

analoge Berechnung von g, g3
~>  erste Komponente der linken Seite

(/Vgradf>1:%[...]

L I



(ii) rechte Seite [, f¢:
betrachte von a,b aufgespannte Seitenflache

S:(s,t)—sa+tb

Normale: £ = —a x b/|a x b
Flachenelement dS = |a x b|dtds
f(sa+thy=1-s5s—t =

/Sf§:(bxa)/ol/ol_sl—s—tdtdszé(bxa)

analoge Berechnung fiir die von b, ¢ bzw. ¢, a aufgespannten Seitenflachen;
f null auf vierter Seitenfliche —

o

1
/ f==-(bxa+cxb+axc)
oV

Ubereinstimmung der ersten Komponente mit [. . .]
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Beispiel

Hauptsatz fiir das Quadrat V = [0, 1]2;
1 1 1
/ / grad f(x, y)dxdy = fol f(L,y) — f(0,y)dy
070 Jo f(x,1) = f(x,0) dx

& =(£1,0), (0,£1),&, jeweils nur auf zwei gegeniiberliegenden
Randkomponenten # 0
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Komponenten der ldentitdt ~-  univariater Hauptsatz

z.B.
1

/ /lfx (x,y)dx | dy = /[f(xd’)]i;é dy
0

0
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Beispiel

[llustration des Hauptsatzes fiir einen Simplex V C R”, begrenzt durch
(n — 1)-dimensionale

Simplizes V;,, i=1,...,n+1
&i: nach auBen gerichtete Einheitsnormale, s;: Schwerpunkt von V;

<7,

&
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(i) konstante Funktion f(x) = b:
Hauptsatz —

0= Z vol,_1(V})&i

(ii) lineare Funktion f(x) = a'x:
Hauptsatz —

volp(V)a=> vol, 1(V;)(a's)&;
denn fiir einen Simplex mit Schwerpunkt s ist die Quadraturformel

/ £ ~ vol(S)F(s)

S

fir lineare Funktionen f exakt
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Beispiel
]
[llustration des Hauptsatzes fiir Kugel mit Radius R und Oberflache

S=0V
Volumen- und Flachenelement (Kugelkoordinaten)

dV = r?sinddrdddy, dS = R?sin¥ddde

§= (X,y,Z)t/R

Hauptsatz

=
R pm p27m

/ / / grad f(r, 9, ) r?sin 9 dedddr
0 0 Jo

T 2 sin ) cos
= R2/ / f(R,9,0) [ sindsing | sinddedd
0 Jo cos

3
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z.B.:
f(x,y,z) = xz> = R3sin v cos ¢ cos® 1)

mit
Z2 1 X222
grad f(X,y,Z): 0 ) f(X,y,Z)gZ ﬁ XyZ2
2xz xz3

~>  erste Komponente des Hauptsatzes

R pm 2w 4
/ / / (rcos?)? r? sinddpdddr = —naR®
o Jo Jo 15

T 27T 1
RZ/ / E(Rsinﬁcoscp)z(l?cosﬁ)2 sinddedd = —7R®
o Jo

Symmetrie =  Verschwinden der letzten beiden Komponenten
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Partielle Integration

Fiir stetig differenzierbare Funktionen f und g auf einem reguldren Bereich
V C R" mit reguldrem (n — 1)-dimensionalem Rand S = 0V gilt

|- [frec- [ @ne,

wobei £ die nach auBen gerichtete Einheitsnormale von S bezeichnet.

Verschwinden f und g ausserhalb einer beschrankten Menge, so folgt
insbesondere, dass
[ roo--[ @ne
R" R"
und allgemeiner, fiir glatte Funktionen,

/ g o°f = (=1)l fo%g.

RN
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Beweis
Hauptsatz fiir Mehrfachintegrale ——

o) = | (e

fir eine beliebige partielle Ableitung 0,
Produktregel,
au(fg) = gal/f + fauga

~+  behauptete ldentiat

kein Randterm, falls f und g auf S verschwinden ~~  Identitdt mit
V=R"

Iteration der Identitdt ~»

Formel fiir partielle Intgration héherer Ableitungen
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Greensche Formeln

Fiir einen reguldren Bereich V C R"” mit reguldrer Randflache S = 0V gilt
fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f und g

/ fo g :/ (grad ) gradg + f Ag,
S v
wobei 0, g die Ableitung in Richtung der nach auBen zeigenden

Einheitsnormalen £ ist, d.h. 9, g = ¢tgrad g.
Insbesondere folgt fiir f =1

/8J_g:/Ag.
S v

Eine symmetrische Variante der auf Green zuriickgehenden Identitat ist

/fOJ_g—gﬁLf:/ fAg — gAf.
S 14

L I



Bei beiden Greenschen Formeln kénnen die Glattheitsvoraussetzungen
abgeschwacht werden, indem man die Integrale iiber geeignete

Grenzprozesse definiert.
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Beweis
Hauptsatz fiir Mehrfachintegrale ——

/f&,gfl,—/ﬁy(fﬁyg), v=1,---.,n.
Vv

S

Produktregel —
9y(f 0vg) = (0,f)(0vg) + f(0,0v8)

und Summation iiber v =1,...,n ~»  Greensche Formel

Vertauschen von f und g ~~
zweite Formel durch Substraktion der Identitaten fiir

/f@Lg und /g@Lf
S S

(Aufhebung der Produkte der Gradienten bei den Volumenintegralen)
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