Gruppe
]
Unter einer Gruppe (G, ©) versteht man eine Menge G, auf der eine binare
Operation ¢ definiert ist:

o:GxGr— G,

d.h. jedem Elementepaar (a,b) : a,b € G ist ein Element acb € G
zugeordnet. Ferner miissen folgende Eigenschaften gelten:

@ Assoziativitat: (aob)oc=ao(boc) Va,b,ce G

@ Neutrales Element: Es existiert ein eindeutig bestimmtes neutrales
Element e € G, d.h.

evca=ace=a VaeG

@ Inverses Element: Zu jedem Element a € G existiert ein eindeutig
bestimmtes inverses Element a=! € G mit
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Man nennt eine Gruppe eine kommutative oder abelsche Gruppe, wenn die
Operation ¢ kommutativ ist:

aob=boa Va,be G

Wenn aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, welche Operation verwendet
wird, schreibt man haufig statt (G, ) nur G.
I ——.
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Beispiel
]
Die bijektiven reellen Funktionen f : R — R bilden beziiglich der

Hintereinanderschaltung o eine Gruppe.
. ____________________________________________________________________________________________________________________|

Verifizierung der Gruppenaxiome

@ Assoziativitat:
((fog)oh)(x) =f(g(h(x))) = (f o (g o h))(x)
@ Neutrales Element: ldentitat

€. X=X

@ Inverses Element: Umkehrfunktion
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Gegenbeispiel zur Kommutativitdt: f o g # g o f fiir

fix—2x, g:x—>x+1

f(g(x)) = 2(x +1) # 2x +1 = g(f(x))
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Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|
Abelsche Gruppe

Z, =7 mod n

der Restklassen {0,1,...,n — 1} mit der Addition modulo n als
Gruppenoperation
]
lllustration der Gruppenaxiome fiir Z4 = {0,1,2,3}

@ Assoziativitat

(1+2mod4) +3mod4 = 3+4+3mod4 =6mod4 =2
14+ (24+3mod4)mod4 = 14 (5mod4)mod4 =1+ 1mod4 =2

@ Neutrales Element 0

3+0mod4=0+3mod4=3
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@ Inverses Element
0=1+3mod4=2+2mod4 =3+ 1mod4

Die Multiplikation modulo 4 definiert keine Gruppenstruktur, denn
beispielsweise gilt

2 = 2-1mod4=2mod4
2-3mod 4 =6mod4

—  keine Eindeutigkeit des neutralen Elements (1 # 3)
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Gruppentafel
]
Die Operation ¢ auf einer endlichen Gruppe G = {g1,...,gn} kann durch
die Verkniipfungsmatrix A definiert werden:

A ajk=gio8k
Fiir eine abelsche (kommutative) Gruppe ist A symmetrisch:
g o8k =8kog < A=A

Die erste nicht-abelsche Gruppe hat 6 Elemente und kann mit den
Permutationen von {1,2, 3} identifiziert werden.
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Beispiel

Gruppentafeln fiir Gruppen mit < 4 Elementen

Ole[a] e

<l ola ellelalb

P P allalb|e

bl blel|a
(oflela|b]c] (oflelafb]c]
ellelal|lb|c ellelal|b|c
allalel|lc|b alalel|lc|b
bl b|lc|le]|a bl b|lc|ale
cllc|bl|lale cllc|b|el|a
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Untergruppe
]
Fiir eine Gruppe (G, <) bezeichnet man (U, ¢) als Untergruppe, wenn U
eine Teilmenge von G ist, die selbst eine Gruppe bildet.

Um zu testen, ob (U, <) die Gruppenaxiome erfiillt, geniigt es zu
tuiberpriifen, dass U beziiglich der Verkniipfung ¢ und der Bildung von
Inversen abgeschlossen ist:

abeclU = aobelU AN aclU = alel.
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Beispiel

Gruppe der Kongruenzabbildungen eines Quadrates

ABCD s BCDA, ABCD s ADCB, ...

Untergruppe der Drehungen D,: o = 0°, 90°, 180°, 270°

0° :
90° :
180° :
270° :

ABCD
ABCD
ABCD
ABCD

—
—
—
—

ABCD
BCDA
CDAB
DABC

abgeschlossen bzgl. Verkniipfung und Invertierung

Dy 0 Dg = Dy 5,

(Eh)_lzsza

L TS



Spiegelungen bilden keine Untergruppe:
Verkniipfung ~»  Drehung, z.B. Komposition von
Spiegelung an der Diagonale durch A und C,

S51: ABCD — ADCB,
und Spiegelung an der Mittelsenkrechten auf der Strecke von A nach B,

S, ABCD — BADC,

D=505:ABCD — BCDA
= Drehung um 90°

Fiir Spiegelungen existiert ebenfalls kein neutrales Element.
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Permutationen
]
Fiir eine endliche Menge M bilden die bijektiven Abbildungen p: M — M,
versehen mit der Komposition von Abbildungen als Operation, die
symmetrische Gruppe von M.

Fir M ={1,2,...,n} bezeichnet man diese Gruppe mit S, und die n!
Elemente p als Permutationen. Die Permutationsgruppe ist nur fiir n =2
kommutativ.

Man benutzt die Schreibweise

p— ( 1 2 3 ... n >
p(1) p(2) p(3) ... p(n)
zur Beschreibung einer Permutation. Ebenfalls gebrauchlich ist die
Zyklendarstellung. Ein Zyklus besteht aus einem Element und seinen
Bildern bei wiederholter Ausfiihrung der Permutation, bis wieder das

urspriingliche Element erreicht wird. Aus den Elementen, die im ersten
Zyklus nicht vorkommen, werden weitere Zyklen gebildet, bis alle Elemente
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auftreten. Die Zyklen werden nach der Anzahl der Elemente absteigend
sortiert und jeweils in runden Klammern hintereinander geschrieben.
Zyklen der Lange 1 werden meist weggelassen.

Beispielsweise ist

p:(}1 § ; g g ‘15>z(146)(23)(5) baw. p— (146)(23).
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Transposition und Signum einer Permutation
]

Eine Transposition
= k)

ist eine Vertauschung von j und k. Durch Verkniipfung dieser elementaren
Permutationen lasst sich jede Permutation p darstellen:

p:Tlo...OTm

Die Paritat (gerades oder ungerades m) ist eindeutig bestimmt, und man
definiert

o(p) = (=1)"
als Vorzeichen oder Signum der Permutation p.

Fiir eine zyklische Permutation p ist o(p) = n — 1 mit n der Lange des
Zyklus. Der Exponent m kann damit aus der Zyklendarstellung einer
Permutation als Summe der jeweils um 1 verminderten Zyklenldngen
bestimmt werden.
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Beweis
(i) Wohldefiniertheit von o
Beweis durch Induktion
e Induktionsanfang (n = 2):
So = {p, q} mit p=(1)(2) (Identitdt) und g = (12) (Transposition)
in Zykelschreibweise
p=goqgo---oq (gerade Anzahl) und g =goqgo---oq (ungerade
Anzahl)
—  eindeutig bestimmte Vorzeichen o(p) =1, o(q) = —1
e Induktionsschritt ((n — 1) — n):

betrachte
TLO- 0T, =pES,

definiere ]
g=(kn)op mitk = p(n)
~> g(n) = n und damit ldentifikation von g mit einer Permutation
gin S, 1 mit .
o(g) = (=1)(-1)"
Induktionsvoraussetzung = o(§) eindeutig bestimmt
—> Exponent m eindeutig bestimmt
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(ii) Vorzeichen von Zykeln:

p=(p1p2-..pn)=(P1P2 - Pn-1)° (Pn—1Pn),
q

denn q(pn-1) = pn, q(pn) = p(Pn-1) = p1
wiederholte Anwendung der Aufspaltung ~~  Darstellung von p als
Komposition von n — 1 Transpositionen

(prp2) © (p2p3) © ... © (Pn-1Pn)

= o(p)=n-1

L Y



Beispiel
]
Bestimmung des Signums der Permutation

(123456
P={6 5312 4
|

(i) Darstellung als Komposition von Transpositionen:
Uberfiihrung von

(p(1),...,p(6)) =(6,5,3,1,2,4)
durch Transpositionen sukzessive in die kanonische Reihenfolge:

(16) : (1,5,3,6,2,4)
(25) : (1,2,3,6,5,4)
(46) : (1,2,3,4,5,6)

—
id=(4,6)0(2,5)0(1,6)op, p=(1,6)0(2,5)0 (4,6)
und o(p) = (-1)3 = -1
] 17 /415



(i) Alternative Bestimmung von o mit Hilfe der Zyklenschreibweise:

p=(164)(25)(3)
o(1) = (=1)k7! fiir einen Zyklus 7 der Linge k, denn

(abc...f)=(ab) o (bc)o...o (ef)
Anwendung auf das Beispiel  ~~

U(p) _ (_1)(3—1)+(2—1)+(1—1) _ (_1)3 -1
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Korper

]
Eine Menge K, auf der eine Addition ,,+" und eine Multiplikation ,,-"
definiert sind, nennt man einen Korper, wenn folgendes gilt:

e Additive Gruppenstruktur: (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit
neutralem Element 0 (Nullelement), d.h. fiir alle a,b € K gilt

at+b =
(a+b)+c =
a+0 =
a+(—a) =

b+ a
a+(b+c)
a

0,

wobei (—a) das inverse Element zu a bezeichnet.
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o Multiplikative Gruppenstruktur: (K\{0}, -) ist eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element 1 (Einselement), d.h. fiir alle a, b, c € K\{0}

gilt

a-b = b-a
(a-b)-c = a-(b-¢)
a-1 = a

a-at 1

I

wobei a~! das inverse Element zu a bezeichnet.

o Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c

fiir alle a,b,c € K.
]
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Beispiel
]
Korper der rationalen, reellen und komplexen Zahlen

QcRcC

Nullelement: 0, Einselement: 1
]
Inverses Element beziiglich der Multiplikation einer komplexen Zahl
z=x+iy #0:
X L -y
w = i
X2 +y2 X2 +y2 ’

denn

: X .-y
z-w = (x+iy) X2+y2+lx2+y2

X< —i%y =Xy 4 yx .
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Beispiel

Gruppentafeln von Addition und Multiplikation fiir den Galois-Korper
GF[22] mit 4 Elementen

[+ JO0]1f[af[b] [-]JO[1[a]b]
0|O0|1|al|b 0fjo0oj0j0]|O0
1|1({0|b|a 1//0|1|al|b
allalb|0]|1 all0|lal|b|l
blblall]|0 b||0|b|1]|a

zB:(a+1)-b=b-b=1 —-b=b(<=b+b=0),1/a=0b

Die Konstruktion von Kérpern mit p’ Elementen, ¢ € N, ist fiir beliebige
Primzahlen p durchfiihrbar.
~>  alle endlichen Kérper
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Primkorper
I ——.

Fiir jede Primzahl p ist die Menge
Zp,=40,1,...,p—1}

ein Korper unter der Addition und Multiplikation modulo p.

Allgemeiner existieren endliche Kérper mit pX Elementen fiir jedes k € N,
die sogenannten Galois-Kérper. Dies sind die einzigen Korper mit endlich
vielen Elementen.
]
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Beweis

Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation in Korpern gelten in den
ganzen Zahlen

~»  Giiltigkeit der Rechenregeln fiir Z,

~+  noch zu zeigen: Existenz eines inversen Elementes a~?! fiir

ae{2,...,p—1}
betrachte dazu die Folge

a“modp, k=0,....p—1
a¥ # 0mod pVk € N, denn

a“=np = pteiltakX = pteilta = Widerspruch zua < p
p Primzahl

— mindestens ein Rest tritt zweimal auf:
" =amodp, ki< ko

gkighke—ki — gki —

ka—k1—1 -1 _ k-1

1=aMmodp=a amodp = a mod p
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Beispiel
]
Inverse Elemente im Primkorper Zs
]

2 mod5=3, 3 'mod5=2, 4 'mod5=4
Uberpriifung durch Multiplikation, z.B.

2.27'mod5=2-3mod5=6mod5=1 Vv

[llustration anhand des Distributivgesetzes

(2+4)-3'mod5 = 6-2mod5
= 12mod5=2
2-314+4.37'mod5 = 2-2+4-2mod5
4+ 8mod5=12mod5 =2
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Beispiel
]
Paarungstabellen fiir Sportturniere
]
In Stuttgart, Miinchen und Berlin soll an 4 Terminen ein Turnier unter 9
Mannschaften ausgetragen werden. Dabei soll , jeder gegen jeden" spielen.
Es sind also an jedem Termin 3 Gruppen aus je 3 Mannschaften zu bilden,
die jeweils in einer der Stadte ihre Spiele untereinander austragen.

Mathematische Formulierung:

50,kU51,kU52,k:{17-~;9}, k=0,...,3,
| S.lzk N Sj’ak/ |S 1’
mit drei-elementigen Mengen §; ., die jeweils der Dreiergruppe in der

Stadt j am Termin k entsprechen. Die Bedingung an den Durchschnitt
besagt, dass kein Mannschaftspaar doppelt vorkommt.
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Konstruktion mit Hilfe des Primkorpers Zz = {0,1,2}:
Identifikation der Mannschaften mit Punkten der Ebene Z%, d.h.

{172) 79} e {(X7y) DX,y € Z3}
und der Mengen S; , mit den Geraden in Z3

Sik = {(x,k-x+jmod3): x=0,1,2}, (Steigung k =0,1,2)
Siz = {(,y): y=0,1,2} (senkrechte Geraden)

Durchschnittsbedingung trivialerweise erfiillt: Geraden schneiden sich in
hochstens einem Punkt

7N
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Paarungstabelle fiir 16 Mannschaften, 4 Stadte und 5 Termine basierend
auf 4-elementigen Galois-Korper GF[22]

] \ Spielort 1 \ Spielort 2 \ Spielort 3 \ Spielort 4
1. Spieltag | 1,2,3,4 56,7,8 9,10,11,12 | 13,14,15,16
2. Spieltag | 1,6,11,16 | 5,2,15,12 | 9,14,3,8 13,10,7,4
3. Spieltag | 1,10,15,8 | 5,14,11,4 | 9,2,7,16 13,6,3,12
4. Spieltag | 1,14,7,12 | 5,10,3,16 | 9,6,15,4 13,2,11,8
5. Spieltag | 1,5,9,13 2,6,10,14 | 3,7,11,15 | 4,8,12,16

Galois-Korper GF[q] mit g einer Primzahlpotenz
~  Paarungstabelle fiir g> Mannschaften und g Stidte
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Euklidischer Algorithmus
|
Der groBte gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen n; > no kann
durch sukzessive Division bestimmt werden. Man berechnet ny1,

k =2,3,..., als Rest bei der Division ny_1 : ny, d.h.

Nk—1 = QN + Nk1, Nk < N,

und erhdlt GGT(n1, n2) = nk fiir den Index K mit nky1 = 0 (Abbruch der
Divisionskette: nx_1 = gk nk + 0).
. ____________________________________________________________________________________________________________________|
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Beweis

(i) nk teilt ny und ny:

nNK—_1 = qghgk — nk teilt nx_1

rekursive Definition, ng_1 = qnk + k41, fir k=K —1
- nk teilt nk_»

Iteration des Arguments fiir k=K —2,...,3,2
—>  ng teilt nx_3,...,Mm,Mm

(i) nk ist groBter Teiler:

t teilt n; und ny, d.h. ny = sit, np = spt, —

S1t = g2 St +n3
~~ ~~
n n
und folglich teilt t ebenfalls n3, d.h. n3 = s3t
Wiederholung des Arguments:

N1 =qNk+ Nky1 = Ngy1 = Sk41t

firk=3,4,..., K—-1
—  ng = skt > t, d.h. nk ist nicht kleiner als ein Teiler von ny und ny

a——_—— oIS



Beispiel
|
GroBter gemeinsamer Teiler von ny = 156 und np, = 42
|
Euklidischer Algorithmus  ~»  Divisionskette

Nk—1 = QrNk + Niy1, Nyl < Nk <= Ng_1: g = qx Restng g
im konkreten Fall:

156 = 3-42+430
42 = 1-30+12
30 = 2-12+6
12 = 2. 6 40 (K=5)

nK

—  GGT(156,42) = ns =6
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Beispiel
]
Berechnung der Inversen x von m = 81 modulo p = 64, d.h.

l=x-mmodp <+= 1l=x-m+y-p

(m, p teilerfremd)
L]
(i) Allgemeine Vorgehensweise:

Euklidischer Algorithmus

Nk—1 = QNk + Niy1,  Niyr < N
mitnp=m, np=p ~ ng=1 da GGT(ny,n) =1, und die
vorletzte Gleichung der Divisionskette hat somit die Form

NK_> = gx_1NK— 1 bzw. 1 =nK_o—gx_1nK—
K-2 = gKk-1NKk-1+ i K—2 — gKk—1NK-1
nk
Riickwartseinsetzen von
NK—1=NK-3 — qK-—2NK-2, NK—2 = NK—4 — qK-3NK-3, - ..
~» 1 =xn + ynp, d.h. xmod ny ist die gesuchte Inverse von n;
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(ii) Konkrete Werte ny = m =81, ny = p = 64:
Euklidische Divisionskette

81 = 1-64+ 17
n3
64 = 3.17+13
17 = 1-13+4
13 = 3.44 1
nk

Aufésen der Gleichungen jeweils nach der Zahl n; mit dem hochsten Index
und Riickwartseinsetzen

13=3-4+1 = 1=13-3-4

4=17-1-13 = 1=13-3-(17-1-13)=4-13-3-17
13=64-3-17 = 1=4-(64-3-17)—3-17=4-64—-15-17
17=81-1-64 — 1=4.-64—-15-(81—-1-64)=19-64—15-81
— 1=-15-81 mod64 = 49 .81 mod 64, d.h. x = 49 ist die

gesuchte Inverse modulo 64 zu 81
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Chinesischer Restsatz
|

Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen py, ..., p, besitzen die Kongruenzen
x = a; mod p;
X = ap, mod p,

genau eine Losung x € {0,...,P—1}, P=p; - pp.
Bezeichnet Qi eine zu Py = P/py inverse ganze Zahl modulo pg, d.h. ist

QP =1 mod py,

so gilt

X = ZakaPk mod P.
k=1
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Beweis

(i) Existenz:
Darstellung
n
X = ZakaPk mod P
k=1
-

x mod py = ayQ¢P; mod py,

da p; Teiler von Py fiir k #£ £

Definition einer zu Py inversen Zahl Qy modulo py: Q¢Py = 1 mod py

=
x =ay-1 mod py = a; mod py
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(i) Eindeutigkeit:
zu zeigen:

x=x"mod pcfirk=1,....n = x—x'=mP
sukzessives Betrachten der Kongruenzen

x=x"mod py =
x—x'=mp

x=x'mod pp —
mpr=0mod pp <= mp1 = sp
p1, p2 teilerfremd = po teilt my, d.h.
my = mypy, x—x' = mpip
weitere Kongruenzen  ~»
x—x" = mpi1p2p3, ..., x —x = mpp1---py

] 36,415



Beispiel
]
Bestimmung einer Losung x der Kongruenzen

X = 6mod9
= 5 mod 10
x = 4 mod13

|
Chinesischer Restsatz —

X=06Q1P1 + 5P +4QP;3; mod P, P=9-10-13 =1170
mit
P1=10-13=130, P, =9-13=117, P3=9-10=90
und Qg der zu Py inversen natiirlichen Zahl modulo py, d.h.
QuPr+ype =1
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Bestimmung der Modulo-Inversen

o R

o

14-9+ 4
2-4+1

[Xe}

Riickwartseinsetze
1 _

©O© O 3

—2.4
2. (130 — 14 -9) = 29 - 9 + (—2)130
= Q=(-2)mod9=7

11

~

=]

N[O

TIRTII
I~

N = =
oI~ -
+ +]
|—\|oo_|_

Riickwirtseinsetzen  ~»

1 7—2-3
7-2-(10-1-7)=3-7-2-10

3.(117-11-10)—2-10=3-117-35-10

— @ =3mod 10 =3
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(] Q3Z

518

ke

S1e
++

Riickwartseinsetzen  ~~

1 13-1-12
13—1-(90—6-13) =713+ (—1)- 90

= @3=(-1)mod13=12
Einsetzen in die Darstellung der Lésung
x = 6Q1P>+5@P+4Q3P3 mod 1170

6-7-130+5-3-117+4-12-90 mod 1170
= 11535 mod 1170 = 1005
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Vektorraum

Ein Vektorraum iiber einem Kérper K (K-Vektorraum) ist eine
kommutative Gruppe (V,+), auf der zusatzlich zu der Gruppenoperation
.+ eine Skalarmultiplikation ,,-* definiert ist,

KxV>3(s,v)—s-veK,

die folgende Eigenschaften besitzt:

(s1+)v = sp-vts-v

s-(i+w) = s-vi+s-w

(s1:32) v = s1-(s2-v)
l-.v = v

fiir alle Skalare s, 51,5 € K, Elemente v, v1, v» € V und das Einselement
l1eK.
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Der Einfachheit halber wird das Pluszeichen sowohl fiir die Addition in V
als auch fiir die Addition in K verwendet. Ebenso wird der Malpunkt fiir
die Skalarmultiplikation meist weggelassen.

Fir K =R bzw. K = C spricht man von einem reellen bzw. komplexen

Vektorraum.
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Beispiel
I ——.
Reeller (komplexer) Vektorraum der Polynome p vom Grad < n

p(x) =ap+aix+ -+ apx", axeR (a,€C)

. ____________________________________________________________________________________________________________________|
Definition der Addition und Skalarmultiplikation in der nahe liegenden
Weise:

(p+a)(x) = p(x) +a(x).  (sp)(x) = p(x)

Polynome mit Grad n (a, # 0) bilden auf Grund eventueller Gradreduktion
bei Addition keinen Vektorraum,
z.B.
2 _ 2y
(x*—1)+(3—x°) 2
Grad 2 Grad 2 Grad 0
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Beispiel
I ——.

Reeller Vektorraum der Folgen (a,), a, € R
e Addition: (a,) + (bn) = (an + bn)
o Skalarmultiplikation: s(a,) = (san)

Vektorraume spezieller Folgen:
beschrankte Folgen, konvergente Folen, konvergente Folen, komplexe
Folgen

Monotone Folgen bilden keinen Vektorraum, denn Summen monotoner
Folgen sind nicht notwendig monoton; z.B.

(n®) +(=2"): —1,0,1,0,—7,-28,... .
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Vektorraum der n-Tupel
]
Fiir einen Kérper K bilden die n-Tupel oder n-Vektoren

a1
a= : , akeK
dn

den K-Vektorraum K" mit der komponentenweise definierten Addition und
Skalarmultiplikation, d.h.

al b1 a1+ b1 a S-a
an b, an + b, an s-a,

fir ay, bx,s € K.
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Oft schreibt man n-Tupel als Zeilenvektor

a*=(a1,...,an) bzw. a=(a1,...,an)".

Durch das Symbol ,,t" der Transposition wird von der Standardkonvention
als Spaltenvektor unterschieden.

Fir K =R bzw. K = C erhilt man die Vektorrdume der n-Tupel reeller
und komplexer Zahlen R" und C".
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Beispiel
]
Addition und Skalarmultiplikation in R3 und C?

I ——.
(i) Reelle (Spalten-) Vektoren im Raum:

1 —4 14 (-4) -3
2|+ 5| = —2+5 |=[ 3
() (5) - Gas)- ()
3 2.(3) 6
21 -1 = 2.(-1) | =| -2
() - (0)-(2)
(i) (Zeilen-) Vektoren in der komplexen Ebene:

(Li)+(2-i,143i) = (3—i,1+4i)
(2-3)(1+i,1—i) = (5—i,—1-5i)
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Unterraum
]
Ein Unterraum U eines K-Vektorraums V besteht aus Elementen

u e U CV, die mit der in V definierten Addition und Skalarmultiplikation
selbst einen Vektorraum bilden.

Um zu priifen, ob U C V ein Unterraum ist, geniigt es zu zeigen, dass U
bzgl. der Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist:

uuvel = u+vel
seKjuelU = s-uel.

Unterrdume U werden oft durch Bedingungen an die Elemente von V

definiert:
U={ueV: A},

mit einer Aussage A, die fiir Elemente von U erfiillt sein muss.
|
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Beispiel
|
Unterrdume des Vektorraums der reellen Funktionen

f:R—R,
definiert durch zusatzliche Eigenschaften

Eigenschaft | Unterraum
(un)gerade | ja
beschrankt | ja

monoton nein
stetig ja
positiv nein
linear ja
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exemplarische Begriindungen

@ beschrankt:

il <o = [A(x) + LX) <A+ L) <a+ e
fl<c = |[sf(x)] <sc

jeweils Vx
~» fi + f und sf sind beschrankt

~ Unterraumkriterium erfullt
@ monoton:

h(x) = exp(x) — x nicht monoton wegen  lim h(x) = +oo
x—r3o00

trotz Monotonie von f(x) = exp(x) und g(x) = x
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Beispiel
|
Gerade in einem K-Vektorraum V:

U:u=a+th, teK

mit fest gewdhlten Elementen a, b € V

(i)a=0 ~» Unterraum:

v, el = U1+U2:t1b+t2b:(t1+t2)b€U
——
t
seK,uelU = su=s(th)=(st)be U

(i)0¢ U,dh.a#0und b#sa ~» kein Unterraum:

uelU = su=s(at+th)=0¢U firs=0
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Linearkombination

Fiir Elemente vq, v»,..., vy, eines K-Vektorraums V bezeichnet man

m
SiVi +Sovo + -+ SV = E Sk Vk
k=1

mit Skalaren s, € K als Linearkombination der Elemente vy.

Die Menge aller solchen Linearkombinationen nennt man die lineare Hiille

der vy: m

span(vi,...,Vm) = ZSka s e K
k=0

Allgemeiner definiert man fiir eine Menge U C V

span(U) = Zskuk ske K, u el
P

als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus der Menge U.
Die so gewonnene lineare Hiille von U ist ein Unterraum von V.
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Beispiel
I ——.
Linearkombinationen in R"
I ——.
(i) Der Vektor v = (1,2,3)" ist eine Linearkombination der Vektoren

Vi = (37 47 5)t7 Vo = (17 17 l)t 5
denn v = vy — 2w.
(ii) Der Vektor v = (1,0)" ist keine Linearkombination der Vektoren
Vi = (07 1)t’ V2 = (072)t7

denn jede Linearkombination von v; und v» hat die Form (0, x)*.

(iii) Der Vektor v = (0,0,0,0)" ist auf verschiedene Art als
Linearkombination von

vi =(1,1,0,0)%, vo» = (0,2,2,0)", vz = (0,0,3,3)", v4 = (4,0,0,4)"

darstellbar:
v=s5(12vi —6v, +4v3 —3vy), sER
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Beispiel
]
Lineare Hiillen in R3
]
(i) v =(1,-1,0)%, v» = (0,1, —-1)%

span(vi,v2) = {s1(1,—1,0)" +(0,1,—1)": s, € R}
= {(s1,% —s1,—%)": sx €R}
Ebene, orthogonal zu (1,1,1)*
(”) V1= (17 _170)tv V2 = (07 17 _1)tv V3 = (_1a0a 1)t:

gleiche lineare Hiille, da
V3 =—vi—W

(Darstellung von v3 als Linearkombination von v und v»)
keine eindeutige Darstellung der Vektoren in span(vy, v2, v3), z.B.:

(0,0,0)t =s(vi+w+w3), seR
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Konvexkombination

Eine Konvexkombination ist eine Linearkombination
sivi + v+ -+ Spvm

von Elementen vy eines reellen Vektorraums mit
sk > 0, E s, =1.
k

Die Menge aller Konvexkombinationen von Elementen aus einer Teilmenge
M C V wird als konvexe Hiille von M, conv(M), bezeichnet.
Geometrisch ist conv(M) die kleins-

te M enthaltende Menge, die fiir je

zwei Elemente u,v auch deren Ver-

bindungsstrecke

(1—s)u+sv, 0<s<1, v
enthalt.

S
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Beispiel
]
Parametrisierung einer Gerade und eines konvexen Vierecks durch lineare
Interpolation
]
(i) Gerade G:

uve G u#v =

G:x=(1-tu+tv, teR

Konvexkombination fiir 0 < ¢t <1
~»  Geradensegment conv({u, v}) zwischen v und v
x teilt conv({u, v}) im Verhaltnis t : (1 — t)

i
v
T

u
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(ii) Konvexes Viereck O(a, b, ¢, d):
zeU(a,b,c,d) —

z = (1-5s)[(1—t)a+tb] +s[(1—t)c+ td]

= (1-s)(1—-t)a+(1—s)tb+s(1—t)c+ std

mit0<s,t<1
Konvexkombination von a, b, ¢, d: Koeffizienten > 0 mit Summe 1

Y d
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Baryzentrische Koordinaten
]
Die Konvexkombinationen von u, v, w € R?,

X=ru+sv+tw, r,s;t>0,r+s+t=1

bilden ein Dreieck mit Eckpunkten u, v, w. Die Koeffizienten r,s, t werden
als baryzentrische Koordinaten bezeichnet. Sie kdnnen durch Ldsen des
definierenden linearen Gleichungssystems bestimmt werden.

w area(x, v, w)

area(u, v, w)

area(u, x, w)

area(u, v, w)
’U . area(u, v, x)

U area(u, v, w)

0n
I
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Geometrisch entsprechen die baryzentrischen Koordinaten den
Verhiltnissen der Flacheninhalte der durch x definierten Teildreiecke zum

Flacheninhalt des Dreiecks A(u, v, w).
Analog kdnnen die baryzentrischen Koordinaten der Punkte in einem

Tetraeder im R3 definiert werden.
|
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Lineare Unabhangigkeit
|
Elemente vy, ..., v, eines Vektorraums V sind linear abhangig, wenn ein
Element v, als Linearkombination der anderen darstellbar ist, d.h.

sivi+ -+ SmVm = Oy (*)

mit mindestens einem der Skalare s, # 0.

Andernfalls bezeichnet man vy, ..., v, als linear unabhangig. In diesem
Fall folgt aus ), skvk = 0y dass s; = --- =5, = 0.

Fiir Vektoren v, € R" ist die Bedingung (*) ein homogenes lineares
Gleichungssystem, das bei linearer Unabhangigkeit von v, ..., vy, nur die
triviale Losung s; = - - - = s, = 0 besitzt.
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Beispiel
]
Lineare Unabhangigkeit von Vektoren in der Ebene
]
(i) Zwei Vektoren u, v € R? sind genau dann linear unabhingig, wenn
keiner der beiden ein Vielfaches des anderen ist.

konkrete Beispiele:
e (1,0)% (1,1)" sind linear unabhingig, denn

s(1,0)" + t(1,1)* = (0,00 = s=t=0
e (2,3), (—4,—6)" sind linear abhingig, denn
(=2)(2.3)" = (-4,-6)" = 2(2,3)"+(-4,6)"=(0,0)",

d.h. 3 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors
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(ii) Drei Vektoren u, v, w € R? sind immer linear abhingig.

ru—+ sv + tw = ( 8)

~> unterbestimmtes, homogenes lineares Gleichungssystem

rup + svi + twy = 0
rup 4+ swn 4+ twp = 0

fiir r,s, t, das immer eine nichttriviale Losung besitzt.

konkretes Beispiel:

(5)0(2)+<(3) = ()

mit der Losung r = A, s = =2\ und t = A fiir beliebiges A € R

L TS



Beispiel
]
Lineare Unabhangigkeit von Vektoren im Raum
]
(i) Zwei Vektoren u, v € R3 sind linear abhingig, wenn sie parallel sind,
d.h. wenn ein Vektor ein Vielfaches des anderen ist.

(ii) Drei Vektoren u, v, w € R3 sind linear abhingig, wenn zwei Vektoren
parallel sind oder wenn ein Vektor in der von den beiden anderen Vektoren
aufgespannten Ebene liegt.

(iii) Vier und mehr Vektoren im R3 sind immer linear abhingig.

Test fiir lineare Unabhangigkeit:
s1 = --- =5, = 0 ist die einzige Losung des homogenes linearen
Gleichungssystems

X1 Xn 0
st| yi | +odsa| v | =0
z zp 0
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Konkrete Falle:
e u=(0,1,2) v =(1,2,3)" sind linear unabhingig, da u }f v
o (i) u=1(1,0,0)%, v =(2,3,0)", w = (4,5,6)" sind linear unabhangig,
da

()+0)-0)-) = e

e (iii) (1,0,0)% (0,2,0)t, (0,0,3)%, (4,5,6)" sind linear abhangig, da

() (5) ) ()2
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Basis

Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V ist eine Basis von V, wenn die
Vektoren in B linear unabhangig sind und sich jeder Vektor v € V
eindeutig als Linearkombination

V:ZCkbk, by, € B,
k
darstellen lasst. Die Koeffizienten ¢, werden als Koordinaten von v
bezglich der Basis B bezeichnet:

v vg=(c,c,..)t.

Besitzt ein Vektorraum V eine endliche Basis B = {by,..., by}, so ist die
Anzahl der Basisvektoren eindeutig bestimmt und wird die Dimension von

V genannt: )
n=dimV.

Man setzt dim V = 0 fiir V = {0} und dim V = oo fiir einen Vektorraum
ohne endliche Basis.

L YIS



Fir V =R" oder V = C" besteht eine Basis aus n Vektoren by, und die
Matrix B = (b1, ..., b,) mit den Spalten by ist invertierbar, d.h.

det B # 0.
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Beweis
Eindeutigkeit der Dimension im endlichen Fall

hinreichend zu zeigen:
Hat ein Vektorraum eine n-elementige Basis

bl?"‘7bn7

so sind n+ 1 Vektoren vy, ..., vp+1 (und damit auch mehr als n+1
Vektoren) linear abhangig.

(=  Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit bei Basen mit
unterschiedlich vielen Vektoren)

Beweis durch Induktion:
(n— 1) — n: betrachte Basisdarstellung der Vektoren vy:

n
Vk:Z’ykygbg, k=1,....,n+1
/=1

trivialer Fall:
Yn+1,1 = = Yn+l,n = 0

— Vot1 =0 =—> lineare Abhangigkeit der Vektoren vy
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andernfalls, nach geeigneter Nummerierung, v,41,, # 0

definiere Vektoren v,’(, k=1,...,n, die sich als Linearkombination der
n — 1 Vektoren by, ..., b,_1 darstellen lassen:
/ Vk,n
Viek£ = Vg — Vn+1
Yn+1,n
Yk,
= (Ykabr + -+ Yi,nbn) — " (Ynt1,1b1 4+ + Vnt1.0bn)
Yn+1,n

Koeffizient von b, =0 —
Vi, .. vh €V =span{by,...,bp_1}

Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die Basis {by,...,b,-1} von V’
=—>  d nichttriviale Linearkombination

AMvi+ -+ AV, =0

Einsetzen der Definition von v, ~
Linearkombination der vy, also die behauptete lineare Abhangigkeit
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Reelles Skalarprodukt
I ——.
Ein Skalarprodukt (-, -) auf einem reellen Vektorraum V ist eine Abbildung

VxV>3(uv)—(uv)eR

mit folgenden Eigenschaften:

o Positivitat:

(v,v) >0 firv#0
@ Symmetrie:
(u,v) = (v, u)
o Linearitat:
(su+ tv,w) =s{u,w) + t(v,w)

Diese Identitdten gelten fiir alle u,v,w € V und s, t € R.

Aufgrund der Symmetrie ist ein reelles Skalarprodukt auch beziiglich des
zweiten Argumentes linear, also eine Bilinearform auf V.
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Fir V = R" ist das kanonische Skalarprodukt

Vi
(uyv)y=uvv=_uw - ux )| ¢ | =wmvi+-+uva,

Vn

lul = V{uu) = yful +- F ]

ist die assoziierte Norm.

und
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Beispiel

Skalarprodukt-Eigenschaften fiir Abbildungen

R? 3 (x,y) = f(x,y) €R

f(x,y) H Positivitat ‘ Symmetrie | Linearitat
10x1y1 + X0y v v v
x| + [xeye v v
X1y2 + Xoy1 v v
dxiy1 + x1y2 + 2xoy1 + 3xy2 || V v
X1y5 + X3y v
X1X2 + y1y2 v
X1y2 + 2x2y1 v
x{
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Beispiel

Skalarprodukt auf dem Vektorraum der auf [0, 1] definierten, reellwertigen
stetigen Funktionen:

1
(F.g) = / F(x)g(x) dx
0

Positivitat, Linearitdt, Symmetrie v/
Verallgemeinerung mit einer positiven Gewichtsfunktion w:
1

(f,8)w Z/fgw
0

z.B: gewichtete Skalarprodukte fiir radialsymmetrische Funktionen auf der
Kreisscheibe oder Kugel:

1 1
r r)rar r rr2r
/Of()g()d, /Of()g() d
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Komplexes Skalarprodukt
I ——.
Ein Skalarprodukt (-, -) auf einem komplexen Vektorraum V ist eine
Abbildung
VxV>s(uv)—(uv)eC

mit folgenden Eigenschaften:

e Positivitat: (v,v) >0 fir v#0

o Schiefsymmetrie: (u, v) = (v, u)

o Linearitdt: (u,sv + tw) = s(u, v) + t(u, w)
Diese Identitdten gelten fiir alle u,v,w € V und s, t € C.

Aufgrund der Schiefsymmetrie ist ein komplexes Skalarprodukt beziiglich
der ersten Variablen nicht linear:

(su—+tv,w) =5(u,v) + t({u,w).

Lediglich fiir reelle Skalare s, t ist die komplexe Konjugation ohne
Bedeutung.
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Fir V = C" ist das kanonische Skalarprodukt

Vi
(uvy=v'v=av=_(a - i) f = vy + -+ UyVp,

Vn

und

Ju| = \/(u, u) = \/|L'1!2 ot unf?, |l = G,

ist die assoziierte Norm.

Gebréuchlich ist auch die komplexe Konjugation des zweiten Arguments
des Skalarprodukts,
(u,v) = Z Uy Vi .
k

Diese andere Definition des Skalarprodukts komplexer Vektoren ist jedoch
weniger konsistent mit den Regeln des Matrix/Vektor-Kalkiils - den
»liegenden” adjungierten Vektor u* erhalt man durch Transposition und
Konjugation des , stehenden® Vektors u.
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Beispiel
I ——.

Skalarprodukt von Vektoren in C2

=(55) = (5)

komplexes Skalarprodukt (x,y) = X1y1 + X2y2
(TF20)-2+(=2=1)-2 = (1—2)-2+(-24i)-2i =2 —4i—4i—2 = —8i

Das Konjugieren ist notwendig fiir die Positivitat der assoziierten Norm.
keine Konjugation ~-  falsche Definition der Langen

Vg = yJar2e (-2

= VI4+4i—4+4+4i—1=+8i¢R
VY2 +yE = 224+ ()2 =V4-4=0%0
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richtige Berechnung

|X| = \/)_<1X1 +)_(2X2
VA +4)+(4+1)=V10
vyl = Vv2-2+(2)-(-2)=V8




Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Ein Skalarprodukt ldsst sich mit Hilfe der assoziierten Norm abschatzen:

[{u; V)| < Tullvl, [w] = v (w,w).

Gleichheit gilt genau dann, wenn u || v.
Fiir ein reelles Skalarprodukt kann durch

cosp =

ein Winkel ¢ € [0, 7] zwischen u und v definiert werden.
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Beweis
v=su ~» Gleichheit

Die Ungleichung bleibt bei Multiplikation von u bzw. v mit einem Skalar
unverandert.
~  oBdA. [uf=v?P=1ul|v

betrachte ein komplexes Skalarprodukt (Argumentation schlieBt den reellen
Fall ein)

(v,u) = r explig), >0,
——
=:A
u, v nicht parallel, A\ =1 —
0 < (u—=Av,u—2Av)
= |uP 4+ IM\v]®2 = Xrexp(i) —Arexp(i) =14+1—r—r,
—— ——
(v,u) (u,v)
d.h.
(u, )| =r<l=lullv] v
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Beispiel

[llustration der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir das Skalarprodukt

(Fg) = /O F(x)g(x) dx

f(x) = xk
1/2

il = (/Ol(xk)2d><) = (2k+1)7V2

1
(i, fr) = /xkxfdx:(k+e+1)—1
0

Ungleichung von Cauchy-Schwarz
(k+ €+ 1) = [(fi, f)] < Ifllfy = (2k +1)72(20 +1)7Y/2
v', denn Quadrieren und Kehrwertbildung  ~~
K2 402 + 142k +2k +20 > 4kl +2k +20+1 = (k—£)*>>0
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Norm
]
Eine Norm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum V ist eine

Abbildung
Vovi|v]|eR

mit den folgenden Eigenschaften.

o Positivitat:
[lvl >0 firv+#0

@ Homogenitat:
[[svil = [sllIv]

@ Dreiecksungleichung:
Ju+ vl < Jlull + [lv]

Diese Identitdten gelten fiir alle u,v € V und s € R bzw. s € C.
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Mit einem Skalarprodukt ist die Norm

vl =+/{v,v), veV

assoziiert. Fiir diese spezielle Norm werden oft einfache Betragsstriche
verwendet. Insbesondere ist fiir V =R” und V =C"

X =yl bl
Mit Hilfe einer Norm kann durch
d(u,v) = [lu—v|

ein Abstand zwischen zwei Vektoren definiert werden.
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Beweis
Uberpriifung der Normeigenschaften fiir die einem Skalarprodukt
zugeordnete Norm

o Positivitdt und Homogenitit v

@ Die Dreiecksungleichung folgt aus

lu+ v|? = (u+v,u+v)
= {u, u) + (U, v) + (0, v) +(v, )
T
< |u? + 2|, v)| + |v]?
< |ul? + 2[ul[v] + |v]?

Cauchy-_Schwa rz
2
= (lul+1vI)

durch Wurzelziehen.
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Beispiel

Normen fiir die Vektorraume R"” und C”

@ 2-Norm oder Euklidische Norm

lzllz = /1212 + -+ [zn]?

z.B.

12, ~1,2) = VAT 14 =9

Spezielle Notation fiir die, dem kanonischen Skalarprodukt
zugeordnete Norm: ||z||2 = |Zz|
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@ Maximum-Norm
2o = max

z.B:

1(243i,3— 4D = max(v/22+ 32, /32 4 42)
— max(V13, V25) =5
Verallgemeinerung: ||z||oo,w = ml?x(wk|zk|) mit Gewichten wy > 0

@ 1-Norm
n
lzlle = |z
k=1

z.B.
(1, =2, 3) s =[1]+|-2[+[3|=14+24+3=6
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Orthogonale Basis
]

Eine Basis B = {u1, ..., un} eines Vektorraums V ist orthogonal, wenn

<Uj,Uk>:0, J#k
Eine normierte orthogonale Basis, d.h. |ux| = 1V k, wird als

Orthonormalsystem oder Orthonormalbasis bezeichnet.
Die Elemente v des Vektorraums besitzen die Darstellung

o . o <uk7v>
V—chuk, Ck = .
k=1

|uk|?

Fiir die Koeffizienten ¢ gilt

e Plusl® + - + lenf*[unl? = |v]2.

Ist die Basis normiert, so fallen die Terme |ux|?> weg, d.h. es gelten die
einfacheren Formeln

ok = (g, v), |alP+-+ |l =|v]>.
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Fiir einen komplexen Vektorraum ist die Reihenfolge der Argumente im
Skalarprodukt von Bedeutung. Bei der Berechnung der Koeffizienten muss

(+,+) beziiglich des Argumentes v linear sein.
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Beweis
ui,...,u, Basis = Existenz von Skalaren ¢, ..., ¢, mit

n
vV = E CjUj
j=1

Skalarprodukt mit u,, Orthogonalitdt der Basis ((uk, u;) =0, j # k) und
Linearitat ~

(v, ug)

p— - b : -
(Ui, v) = (uk, cui) = ciluk, uk)  bzw. ¢ (UK, ug)

Identitat fiir die Koeffizienten =  Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras
Beweis durch Ausmultiplizieren von

V[> = (ciun + - + Cotip, cLUL + -+ + Colin)
unter Beriicksichtigung von
(cjuj,ckug) =0, j#k
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Beispiel
]
Darstellung des Vektors v = ( 8 4 )t beziiglich der orthogonalen Basis
m=(13), m=(-6 2)

. __________________________________________________________________________________________________________________|
(i) Koeffizienten und Basisdarstellung:

o = (u,v) _1-843-4 20
1= <U1,U1>_ 12 4+ 32 10
(uo,v) —6-8+2-4 —40
<U2,U2> - 62 + 22 40

=-1

%]

~~  Linearkombination v = ciu; + coun

8 1 —6
(4)=2(5)-(7)
(__iii) Quadratsumme der Koeffizienten:
Uberpriifung der Identitat c|up|? + c3|uz|? = |v/|?

22.10+(—1)2-40=80=82+42=80 v
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Beispiel
]
Darstellung des Vektors v = ( =1 1 3 )t beziiglich der orthonormalen
Basis

1 1 t 1 t
up = 5(148) Uy = 5(47—4), U3:§(8—4 1)
I ——.
lu1] = |up| = |us] =1 ~»  Koeffizienten ¢, = (uk, v), d.h.
v = (u1,vyur + (u2,v)ur + (U1, v)us
~1-1+4-1+8-3  —44+7-12 -9
= 9 u + 9 U2+?U2
1/9 4/9 8/9
= 3| a9 |- 779 |- -4/9
8/9 —4/9 1/9

Kontrolle der Quadratsumme der Koeffizienten:
BR+|—1P+ - 1P P =(-1)2+124+32
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Beispiel

. __________________________________________________________________________________________________________________|
Darstellung w = su + tv des Vektors w = ( 243 1 )t beziiglich der
orthogonalen Basis

u=(1 |), v=(| 1)
. __________________________________________________________________________________________________________________|
Uberpriifung der Orthogonalitit der Basisvektoren

(uyv) =1-i+i-1=1-i+(-i)-1=0 Vv
Norm der Basisvektoren
w2 = (u,u) =Ty +Toup =1-14(=0)-i=2, |v]*=2

Koeffizienten

= lww) 1-(2+3i)+i-1

(u,uy 2

1-(243)+(=i)-1_ 24+3i—i :
.o (—i)-(2—i—23i)—i-1~1=2_i
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~>  Basisdarstellung
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Orthogonale Projektion

Die orthogonale Projektion
Vove Py(v)e U

auf einen Unterraum U eines Vektorraums V
ist durch die Orthogonalitdtsbedingung

(u,v — Py(v)) =0, VuelU

charakterisiert.

Ist {u1,...,um} eine orthogonale Basis von U, so besitzt Py die
Darstellung

m

=2 b

p] (uk, ug)
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Insbesondere gilt fiirr V = R"
m
Puv =" |uk| 7 uic (ufv)
k=1

mit der Projektionsmatrix Y, |ux| =2 ukul. Fiir v = C" ist der
transponierte Vektor u* durch den adjungierten Vektor u* (Transposition
und komplexe Konjugation) zu ersetzen.
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Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Projektion Pyw von w = (—7,2,1,—6)" auf den von den orthogonalen
Basisvektoren

u=(-2,1,2,0)% v =(0,2,—1,2)t

aufgespannten Unterraum von R*

ulv —

utw viw

Pow = —— _
uw Mzu—i— |V|2v
Koeffizient von u

(-2,1,2,0)%, (-7,2,1,—6)*  144+2+2+40
I(—2,1,2,0)2 C 4+1+440

Koeffizient von v
(0,2,-1,2)t (-7,2,1,—6)" ~0+4-1-12
10,2, —1,2)t|2 C 0+4+1+4
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~>  Projektion

-2 0 —4
1 2 0
Pow=2-|  |+(1-| 5 [=] ¢
0 2 2

L IS



Verfahren von Gram-Schmidt

Aus einer Basis {b1, ..., by} kann wie folgt eine orthogonale Basis
{u1,...,up} konstruiert werden. Man definiert sukzessive
<uk7 bj>
uj = bj — Z — Uy,
2 (o, v
fir j =1,...,n. Dabei ist die Summe die orthogonale Projektion von b;
auf span(uy, ..., uj_1).

Die Rekursion vereinfacht sich, wenn man die Basisvektoren nach jedem
Schritt normiert: u
uj < m
lj
In diesem Fall ist (ug, uk) = 1.

L CRITIS



Beweis
Zeige induktiv: u, ..., up bilden eine orthogonale Basis fiir
span (b, ..., by).

e/l=1: wm=b V

o Induktionsschritt (¢ — ¢+ 1):

fir j </
(uk; bey1)
(juer1) = (upbrn— ) i
’ 7 ; (U, ug)
bpy1,u
= (uj, bey1) — Z M {uj, uk) =0
=t <uk,uk> N——

- Ok jlujl?
= u1,...,Upqq1 orthogonal, da u; L uy fiir j, k < £ nach
Induktionsvoraussetzung

bey1 — ugy1 € span(us, ..., ug) = span(by,. .., by)

—>  Beide Basen spannen denselben Unterraum auf.
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Beispiel

Orthonormale Basis {u1, up, u3} fiir den von den Vektoren
bl = (1a 1a 1a 1)t7 b2 = (17 27 17 O)tv b3 = (27 27 Oa O)t
aufgespannten Unterraum von R*

|b1’:\/1—|—1+1—|—1:2 ~ U1:(1717171)t/2

zwei Schritte des Gram-Schmidt-Verfahrens

1 1 1 1
2 1 1 2 1 1
0 1 0 1
1 1 0
2 1 1
- 17231 1|7 o
0 1 -1

Normierung ~ wp = (0,1,0,—1)t/v/2
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u3 || bz — (u1, b3)ur — (uo, b3)up =

2 1 0 1
2 111 1 1 0
o | %21 _ﬁ'ﬁ o | | 1
0 1 -1 0
Normierung ~» w3 = (1,0,—1,0)t//2
Kontrolle
(1,2,1,00° = 2u +v2up = (1,1,1,1)* +(0,1,0, —1)°
——
bo
(2,2,0,0)° = 2u1 + V2w +V2u;
b
3

= (1,1,1,1)" +(0,1,0,—-1)* +(1,0,—1,0)"
—  Ubereinstimmung der aufgespannten Unterrdume
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Beispiel

Konstruktion einer bzgl. des Skalarproduktes

1
(Fg) = / 700g(x) dx

orthogonalen Folge von Polynomen pg, p1,... aus den Monomen
qj(x) = x/

Verfahren von Gram-Schmidt ~»

po = qo=1
<P0;Q1> f 1-xdx
pPrL = qi—7——pP=q— "7 —— 1=x-0
{Po, Po) [1-1dx
B f_llx-x2dx f_ll-x x -, 1
P2 = G2— —3 X — 3 1l=x"—-0-x— =
f_lx-xdx f_ll-ldx 3

. . n (pj,qn+1)
allgemeine Formel: ppi1 = gn+1 — > g (fpj”,’% p;j
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Vereinfachung durch Verwendung von Gp11(x) = xpn(x) anstelle von

qn+1( ) n+1
Legitim, da xp,(x) = x"*1 4 Yj<nGX =

span{p1, ..., Pn, Gnt1} =span{p1, ..., Pn, Gns1}

~> alle Summanden bis auf j = n—1 Null
j = n: aufgrund der Antisymmetrie des Integranden

1
(pnsinsa) = [ Pnl) wpalx) dx = 0

Jj < n—1:[xpj(x)] Linearkombination von px(x), k <n =

1
(Breanss) = [ pal) e pi(]dx = 0.

da pn L px
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andere Normierung ~»  Legendre-Polynome

pn(x) =apx"+ ..., ap=

Gram-Schmidt-Prozess ~+  3-Term-Rekursion
(n+ 1)prsa(x) = (2 + 1)xpa(x) — npy_1(x)

mit po(x) =1 und p1(x) = x
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Lineare Abbildung
]

Eine lineare Abbildung L : V —— W zwischen K-Vektorraumen V und W
besitzt folgende Eigenschaften.

e Additivitat: L(u+ v) = L(u) + L(v)

e Homogenitat:  L(sv) = sL(v)
Dabei sind u, v beliebige Elemente von V und s beliebige Skalare in K.
Insbesondere gilt L(0y) = 0y und L(—v) = —L(v).
Aufgrund der beiden definierenden Eigenschaften ist eine lineare Abbildung
L eindeutig durch die Bilder L(by) einer Basis {b;, by, ...} von V
bestimmt.

Oft werden bei linearen Abbildungen die Klammern weggelassen, d.h. man
schreibt Lu anstelle von L(u).
I ——.
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Beispiel
I ——.
Elementare lineare Abbildungen der Ebene
I ——.
(i) Drehung um einen Winkel ¢:

L(u+v) %

Vertauschbarkeit von Addition und skalarer Multiplikation v
o gedrehte Vektorsumme L(u + v) = Summe der gedrehten Vektoren
L(u), L(v)
o gedrehtes Vektorvielfaches L(su) = Vielfaches des gedrehten Vektors
sL(u)
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(i) Spiegelung:

p U+ U

Vertauschbarkeit von Addition und skalarer Multiplikation v

Llu+v)=L(u)+ L(v), L(su)=sL(u)
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(iii) Verschiebung:
nicht linear, denn beispielsweise fiir

T: (2)’_)()(1;2_1)
() (),
gilt
rwen=T(1)=(7) #eo=rw0=(7 )+ (1)

T(su):T< g ):(3,0) £ (, O):sT(u):s( 2

und

o
N——

d.h. T ist weder additiv noch homogen
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Beispiel
]
Abbildungen reeller Funktionen

Abbildung additiv | homogen
ff X X
fi—|f] - -
for [o f X X
f — maxf - -
f — £(0) X X
f— (maxf +minf)/2 - X

additive aber nicht homogene Abbildung:
T:f— Ref, fkomplexwertig

nicht homogen, da
T(@f) #iT(f)
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Komposition linearer Abbildungen
I ——.
Fiir zwei lineare Abbildungen

P-U—V, Q:V-—-W
ist die Komposition oder Hintereinanderausfiihrung
QoP:U>suw Q(P(u)e W

ebenfalls linear.
|
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Matrix
|

Eine m x n-Matrix besteht aus m - n Elementen, die in m Zeilen und n
Spalten angeordnet sind:

a1 a2 ai,n
A= (ajk) = :
dm,1 dm,2 am,n
Man bezeichnet
a1k
t_ (. ) o .
UJ- = (ajyl,...,ajm), Vi =

am,k

als j-ten Zeilen- bzw. k-ten Spaltenvektor und schreibt ebenfalls

A= : =(Viy...y V).
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Speziell ist eine 1 x n-Matrix ein Zeilen- und eine m x 1-Matrix ein
Spaltenvektor.

Fiir Elemente in Q, R oder C bilden die m x n-Matrizen einen Vektorraum
mit elementweise definierter Addition und skalarer Multiplikation:

C:A+B<:>Cj’k:aj7k—|—bj’k, C:SA<:>(:j7k:saj,k.
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Beispiel

Verschiedene Matrixdimensionen

@ Zeilen- und Spaltenvektor

11
(11,12,13), ( ’ )

@ Komplexe 2 x 2-Matrix

1+i 142
2410 242

1/1 1/2 1/3
( 2/1 2/2 2/3 )

@ Rationale 2 x 3-Matrix

110/ 415



Matrix einer linearen Abbildung
I ——.
Eine lineare Abbildung L: V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen mit
den Basen E = {ey,...,e,} und F ={f1,..., fn} ist durch die Bilder der
Basisvektoren

L(ex) =aikfh+ -+ amifm, k=1,...,n,

eindeutig bestimmt. Sie besitzt die Matrixdarstellung
n
w=L(v) <= Wj:Zaj,kvk, j=1...,m,
k=1

wobei v, und w; die Koordinaten von v und w = L(v) bzgl. der Basen E
und F bezeichnen. In der k-ten Spalte der Matrix A stehen also die
Koordinaten von L(ex) beziiglich der Basis F.

L TR



Beweis
L ist aufgrund der Bedingungen fiir Linearitdt durch die Bilder einer Basis
eindeutig bestimmt:

w=1L(v)=L <Z Vkek> Z viL(ex) ZZ Vkaj kfj
k

mit den Basiskoeffizienten v von v.
Basisdarstellung von w
w=> wf

J
Vergleich der Koordinaten der Basisvektoren —~»  Matrixdarstellung

n
Wi =Y ajkvk
k=1
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Beispiel

Lineare Abbildungen

L: R? - R?

der Ebene festgelegt durch die Bilder y

0

der Einheitsvektoren

(). |

1
0

€1

(i) Skalierung mit Faktoren r und s:

L(er) = ( 6
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(ii) Drehung um einen Winkel ¢:

0

. A:(c95¢ —singo)
sing  cos

(iii) Scherung um d in horizontaler Richtung:

e = ( 5 ) ttea) = (
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Beispiel
I ——.
Interpolationsmatrizen
I ——.
(i) Auswertung einer linearen Funktion p an den Punkten x =0, 1:

L pH<ZE(1’§ ) p(x) = a0 + a1

Matrix bzgl. der Monombasis p; : x — 1, po : x +— x

(e te) = () 3)

Matrix bzgl. der Basis p1 : x —1—x, po: x+— x
< p1(0) p2(0) ) _ < 10 )
pi(1) p2(1) 01
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(ii) Auswertung eines Polynoms vom Grad < n an m Stiitzstellen

X = X1, Xm:
Monombasis, gx : x — x¥, k =0,...,n ~  Vandermonde-Matrix
XX X7
0 1 n
XX X
V = _
X Xm X
Spalte k: Auswertung des Monoms g, an den Punkten xi, ..., Xm
Zeile j: Auswertung der Monome qi, k = 0,...,n, am Punkt x;
p(x) =ap+aix+---+ax" =
n
p(x) Vj,kak
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Affine Abbildung

]
Eine affine Abbildung f : R" — R setzt sich aus einer linearen Abbildung
und einer Verschiebung zusammen:

f(x)=Ax+v

mit einer m X n-Matrix A und einem m-Vektor v.
Der Verschiebungsvektor v ist das Bild des Nullvektors und fiir die Spalten
von A gilt

al k
. = f(ek) -V
am,k

mit e, € R” dem k-ten Einheitsvektor.
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Koordinatentransformation bei Basiswechsel

Fiir zwei Basen {e1,...,e,} und {fi,...,f,} eines Vektorraums V kann
die Umrechnung der Koordinaten x und y eines Elements v € V,

V:ZXkek — V:Zyjﬂ-
k J
durch eine quadratische Matrix A beschrieben werden:
n
y=Ax <= yj:Zaj,kxk, j=1...,n.
k=1

Die k-te Spalte der Matrix A enthilt die Koeffizienten von e, beziiglich
der Basis {f1,...,f,}, d.h.

n
e = aify.
j=1
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Fir V=K" (K =R", K=C", ...) kénnen die Basisvektoren jeweils
spaltenweise in einer Matrix zusammengefasst werden:

E=(el,...,en), F=(f,....,1).

Die Transformationsmatrix A lasst sich in diesem Fall als Matrixprodukt

schreiben
E=FA < A=EF1.
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Beweis
Darstellung von v beziiglich der Basen E und F:

k J

Darstellung von ey beziiglich der Basis F —

v o= zk:Xkek:zk:Xk Zj:aj,kﬁ'
- Z(Zajkxk> ZyJ

Koordinatenvergleich — y = Ax

k‘h
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Beispiel
|
Koordinatentransformation fiir die Basen

at={(1).(3)} ®@a={(2).(3)}

|
Darstellung von e als Linearkombination von fj: e, = ay xfi + az ko

()= ()-2(6) (5)==(3)2(5)

~»  Transformationsmatrix

A= ( —31/2 —?/2 )

alternative Berechnung mit den Matrizen E = (e1, &), F = (f, )

= (01)(23) (1) (i ) ¢
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Koordinaten x von v = (2,5)" beziiglich {e;, ex}

(3)==(2)(5) = (1)

Umrechnung von x in Koordinaten beziiglich {f1, }  ~

y=<_31/2 _;’/2)<i>:<—1§/2)
(§>V£y1f1+)/2f2=5(i>_§(3) g

Probe
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Bild und Kern
]
Fiir eine lineare Abbildung L : V — W bezeichnet man mit

KenL={veV: L(v)=0y} CV
den Kern und mit
BildL={we W: IveVmitlLiv)=w} CW

das Bild von L.

Beide Mengen sind Unterrdaume und
dimV =dimKern L 4+ dimBild L,

falls dim V < oo.
|
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Beweis

(i) Kern L ist Unterraum von V:

zu zeigen: Abgeschlossenheit beziiglich Addition und skalarer
Multiplikation

Fir u,v € Kern L, s € K folgt aus der Linearitdt von L

L(su)=sL(u)y=s0=0
und
L(u+v)=L(u)+L(v)=0+0=0,

d.h. su, u+ v € Kern(L)
(i) Bild L ist Unterraum von W:
Fir u,v € Bild L mit u = L(x), v=L(y) und s € K folgt analog

su=sL(x)=L(sx)
und
u+v=Lx)+Ly)=Lx+y),

d.h. die Existenz entsprechender Urbilder
= su,u+veBidL
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(iii) Dimensionsformel:

Wahle eine Basis E' = {ey, ..., ey} fiir Kern L und erginze diese durch
{em+1,-..,€n} zu einer Basis E von V.
n n
L (Z vkek> = Z vkL(ek)
k=1 k=m+1

= BildL=spanF, F ={L(em+1),---,L(en)}
F linear unabhingig, also eine Basis von Bild L, denn

0= Z vil(ek) =L ( Z vkek) — Z vikex € Kern L
k=m+1 k=m+1 k=m-+1

und somit v, =0
Vergleich der Anzahlen der Basisvektoren =~ =  Dimensionsformel
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Beispiel
]
Kern und Bild der linearen Abbildung

X1 — X2
Risx—Ilx=| xx—x3 | eR3
X3 — X1

(i) Kern:
0 X1 — X2
0 =Ilx= Xo — X3 — X1 = Xp = X3,
0 X3 — X1

d.h. KernL={(t, t, t)': t € R} =span((1, 1, 1)")
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(i) Bild:
Bild L wird durch die Bilder der Einheitsvektoren e; = (1, 0, 0),
e = (0, 1, 0)%, e3 = (0, 0, 1)* aufgespannt.

1 -1 0
Bild L = span(Lei, Le, Le3) = span 0 , 1 , | —1
-1 0 1

Les = —Le; — Ley und Leg |f Ley, d.h. Ley, Lep linear unabhingig —
1 -1

0 , 1 Basisfiir Bild L
-1 0

(iii) Dimensionsformel:

3=dimR3 = dimKern L+ dimBildL =142 v

L T



Beispiel
|
k-te Ableitung D¥ auf dem Raum der Polynome P, vom Grad < n
|
(i) k=1und n=2: {x = 1,x > x,x > x°} Basis fiir P,

p(x) = ag + aix +ax*> = (Dp)(x) = a1 +2ax € Py

Die Ableitung D annuliert Konstanten, einen eindimensionalen Unterraum.
= dimP, =3, dimKernD =1, dimBild=2
(i) Allgemeiner Fall:

p(x) = Z axt! = (D*p)(x) = Z ﬁagxg_k eP, i
/=0 =k ’

D* annulliert Polynome vom Grad < k
~  Dimensionsformel

n+1=((n—k)+1)+ _k =dmP,_x+dmPy_; vV
—_——— ~~

dim Bild dim Kern
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Inverse Abbildung
]
Eine lineare Abbildung L : V — W ist genau dann injektiv, wenn

Kern L = 0y, d.h. nur das Nullelement von V wird auf das Nullelement
von W abgebildet:

Lv=0y — v=0y.
In diesem Fall kann durch
wev, w=L(v),

eine inverse Abbildung L~ : Bild L — V definiert werden, die ebenfalls
linear ist. Insbesondere gilt

(Llol)v=v, (Lol HYw=w

fur alle v € V und w € Bild L.
|
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Beweis
(i) Injektivitat von L:
o L injektiv = Oy ist einziges Urbild von Oy, d.h. Kern L = 0y
o KernL =0y A L(v1) = L(w)
= Ow=Lwvn-w) = vi—wneKenml = vi—wn=0y
—> L injektiv

(i) Linearitdt derUmkehrabbildung:

L7YL(v) + L(w2)) = L7H(L(vi+w2))

vi+v2 = L7 (L(v)) + L7 (L(v2))
LY(L(sw1))

= sv =sL7Y(L(v))

L7Y(sL(v1))
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Beispiel
|
Konstruktion der zu

inversen Abbildung

. __________________________________________________________________________________________________________________|
(i) Uberpriifung der Injektivitat:

zu zeigen: Kern L = (0,0)%, d.h. y = Lx = (0,0,0)* = x = (0,0)*
sukzessives Betrachten der Gleichungen

O=y1=2x1+x, O=y=x1—x, 0=y3=x1—2x

= x=-2x,0=x1+2x1 <= x1=0,0=0—-2x0 <= x»x =0 V

L T



(ii) Inverse Abbildung:
Auflésen von y = Lx nach x
ity=3x = xx=(+y)/3 und y—ys=x -~

L1y x = < (Y1+)/2)/3>
Y2—y3

(i) Eindeutigkeit von L~1:
anderes Auflosen der Gleichungen y = Lx  ~»

= (200 )

kein Widerspruch, denn L=1y = [~1y fiir y € Bild L, dem
I?efinitionsbereich__der inversen Abbildung
Uberpriifung der Ubereinstimmung fiir die kanonische Basis von Bild L,

L A



{(L(L 0)t7 (L(07 l)t} = {(27 L 1)t7 (17 -1, _2)t}

(D)) - () e (1) 4
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Matrix-Multiplikation

Das Produkt einer £ x m-Matrix A und einer m x n-Matrix B ist die
{ x n-Matrix

m
C=AB, cyx= Zaubj,k,
=1

d.h. zur Definition von c¢;  werden die Produkte der Elemente aus Zeile i
von A und Spalte k von B summiert:

Cl,1° " Clk- " Cln a1 dim
bii--bix-bin
Gl Gk -Cn | =] a1 a&m :
: bm,l bm,k bm,n
Co1 e Cok S Ce1 e Com

Dafiir ist essentiell, dass die Spaltenanzahl m von A mit der Zeilenanzahl
von B (ebenfalls m) iibereinstimmt.
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Die Matrix-Multiplikation entspricht der Komposition der linearen
Abbildungen
P:u—~v=Bu Q:v—w=Av,
dh. Qo P: u— ABu.
Die Multiplikation von Matrizen ist im allgemeinen nicht kommutativ.

Ein Spezialfall der Matrix-Multiplikation ist die Multiplikation mit einem
Vektor.

e Fiir einen Spaltenvektor b (n = 1) ist der Spaltenvektor ¢ = Ab eine
Linearkombination der Spalten von A:

m c1 a1 al,m
C,':E a;ij<:> =b + -+ by, .
j=1

Ce a1 ae,m

Insbesondere erhilt man bei Multiplikation mit dem j-ten
Einheitsvektor die j-te Spalte von A.
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e Entsprechend gilt fiir einen Zeilenvektor a (¢ = 1)
m
Cc = aB, Cx = Zajbj’k
j=1

bzw.

(Clu ceey Cn) = al(bl,l’ ey bl,n) +- 1+ am(bm,la RIS bm,n)a

und Multiplikation mit dem k-ten Einheitsvektor ergibt die k-te Zeile
von B.
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Beweis
Komposition der durch

m n
wi= Y aijvi, V=) bjkuk
j=1 k=1

definierten Abbildungen  ~~

=303 aubie =3 | S aise| o
j  k k J

mit [...] = ¢j x den Elementen der Matrix C = AB
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Beispiel
|
Matrix-Produkte verschiedener Dimensionen
|

( 1 10 1oo> ;i’g _(321 213 132)
100 10 1 3 2 1 123 312 231
1 0 -1
2 )](0 -1) = [0 -2
3 0 -3
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Beispiel

]
Strassens Multiplikationen sparende Matrix-Multiplikation

[Gaussian elimination is not optimal, Numer. Math. 13 (1969), 357-361]
]
Berechnung des Produkts C = AB zweier 2 x 2-Matrizen mit 7 anstelle
der {iblichen 8 Multiplikationen

€11
C12
€1
2

P1
2
P3
Pa
Ps
P6
p7

(a12 — a22)(b21 + bo2)
(a11+ a22)(b11 + b22)
(a1,1 —a21)(b1,1 + b12)
(a1,1 + a12)bo22
a11(b12 — bo2)
a22(b21 — b1 1)
(ag1 + a22)b11

ajbi1+aizboy = p1+p2—pa+ps

aiibip+aiobro = pa+ps
az1b11 +axobo1 = pe+pr
az1bip+ax2boo = p2—p3+ps—pr
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Rekursive Anwendung der Konstruktion in Blockform auf Matrizen der
Dimension n = 2k

~~  Reduktion der Multiplikationen von n® auf O(n'°€27)
Verbesserung: O(n?37°)

[D. Coppersmith, S. Winograd: Matrix Multiplication via arithmetic
progressions, J. Symb. Comp. 9 (1990), 251-280]

Vermutung: O(n?) méglich (optimaler Exponent noch unbekannt)

Die Methode hat heute keine praktische Bedeutung mehr, da auf modernen
Computern Multiplikation und Addition fast gleich schnell sind.
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Beispiel

Spiegelungen S; und S, an Geraden g3 und g»

ala=(g) ele=—(]) v=<@e=m
Bei Hintereinanderausfiihrung der Spiegelungen ist die Reihenfolge
relevant: (52 0 S1)v # (510 So)v
(520 51)v : Drehungum?2p, (S10Sy)v: Drehungum — 2¢

(SQ o} S1)’U
g2
k 511)
a 5
3 O v
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Matrixdarstellung (S — A, Spalten: Bilder der Einheitsvektoren)
5:(o)7 (o) ()-(5)
= A= < é —01 )
= (3)- (1) (2)-(2)
~ ae (1)

Produktmatrizen der beiden verschiedenen Doppelspiegelungen

ses a1 0)(3 %)= (5 3)
s an=(3%)(23)-(% 5)
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Inverse Matrix

Die mit einer quadratischen Matrix A assoziierte lineare Abbildung
x — Ax ist invertierbar, wenn
0 0
Ax = | == x=| : bzw. detA#0.
0 0
In diesem Fall bezeichnet A~! die Matrix der inversen linearen Abildung,

d.h.
AA L =ATA=F

mit
1 0 - 0
o1 - 0
E= ) }
00 1

der Einheitsmatrix.
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Fiir die Multiplikation, Transposition und Bildung adjungierter inverser
Matrizen gilt

o (AB)1 =B 141,
° (At)—l — (A—l)tv
° (A*)—l — (A_l)*, A* — At_
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Beweis

(i) Kriteria fiir Invertierbarkeit:

Matrix-Form der Bedingung Kern L = 0y fiir allgemeine lineare
Abbildungen L: V — W  ~»  erstes Kriterium

Die Aquivalenz zum Determinanten-Kriterium folgt aus der Theorie

linearer Gleichungssysteme:
detA#0 =  Ax=(0,...,0)" hat nur die triviale Lésung

x=(0,...,0)"
(ii) Regeln fiir inverse Matrizen:
o (AB)! = B71A~! folgt aus

(AB)(BIA )= ABB HWA ' =AEA = AA L =E

o Zum Beweis von AY (A7)t = E setze B=A"%, C(j, k) = ¢jx und
berechne das Element (i, k) der linken Seite:

BV = D AGHE ) = S A8

= (BA)(k, )= E(k,i) = E(i, k)
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@ Analog erhilt man fiir das Element (7, k) von A*B*

Z A*(i,j)B*(j, k) = Z A(j, 1) B(k, )

Z B(k,))A(j, i) = (BA)(k, i) = E(k, i) = E(i, k)
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Beispiel
]
Inverse spezieller Matrizen
]

@ Diagonalmatrix:

=(2,8) o-(32)

Bilden der Kehrwerte der Diagonalelemente
@ Dreiecks-Matrix:

o-(20). e 12 0)

Erhaltung der Struktur
@ Voll besetzte Matrix:

-1 2 4 (1 =2
~(51) - 3)

Berechnung durch Lésen eines linearen Gleichungssystems
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Transponierte und adjungierte Matrix
I ——.
Durch Vertauschen der Indizes (Spiegelung an der Diagonalen) erhélt man
aus einer m x n-Matrix A die transponierte n x m-Matrix A, d.h.

a1 -0 ain
aii alm

an1 - dn,m
dm,1 °°° dmn

Konjugiert man bei einer (komplexen) Matrix A zusatzlich alle Eintrage, so
ergibt sich die adjungierte Matrix C = A* = At, d.h.

3k = Ujk T Wik, Gk =3akj= Ukj—iVkj.

Stimmt eine Matrix A mit ihrer Transponierten iiberein, A = At

bezeichnet man A als symmetrisch, eine Matrix mit A = A* heiBt

selbst-adjungiert oder hermitesch. Fiir reelle Matrizen bedeuten die

Begriffe symmetrisch und hermitesch dasselbe.
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Es gelten folgende Regeln:

(AB)t = B'At, (AB)* = B*A*,
(At)—l — (A—l)t7 (A*)_l — (A_l)*.
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Beweis
(i) Elemente von C = AB und D = (AB)t

Cik = E aijbjk, dik = cki= § ak,jbji = E bj ia,j
J J J

= d;4: Element (i, k) von BtA*, d.h. D = (AB)t = B*A*
a+b=3+bundab=3b =  gleiche Formel fiir die Adjungierte
(i) (A1) = (AY) " folgt aus

E=E'=(AAD) =(a ) A

Entsprechendes gilt fiir die Adjungierte.
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Beispiel
]
[llustration der Regeln fiir transponierte und adjungierte Matrizen fiir

0 i i1 0
=(12) 220 14a)

(i) Matrix-Produkt:

(AB) — 20 —2+i\" [/ 2 0 —2+i)
- 447 1 244 T\N4+i0 1 244
S, T R
— 0 1
2§ 24
—i 2 —2i 4 —
B*A* = 1 0 (E ;): 0 1
0 1-2i ! 02— 2—4

L T






Spur

Die Spur einer n x n-Matrix A ist die Summe ihrer Diagonalenelemente:

n
SquA = Z Ak k -
k=1

Fiir beliebige quadratische Matrizen A, B und invertierbare Matrizen Q gilt
Spur(AB) = Spur(BA), Spur(Q1AQ) = SpurA.

Aufgrund letzterer Eigenschaft, der Invarianz der Spur unter
Koordinatentransformationen, insbesondere auch unter Transformationen
auf Diagonal- oder Dreiecksform, kann die Spur einer Matrix auch als
Summe der Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt) berechnet
werden:

SpurA = Z A .
k=1
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Beweis
(i) Spur(AB) = Spur(BA):
Definition der Spur und des Matrix-Produkts mit C = AB, D = BA ~»

Spur C = ZCJJ = ZZaJ-,kka = Zzbk,jaj,k = SpurD
Jj k '

J k
di,k

(i) Spur(Q@AQ) = Spur A:
Anwendung von (i) auf das Produkt von Q7! und (AQ)Q ~

Spur(Q1(AQ)) = Spur((AQ)Q™) o0oTg SPUrA

(iii) Spur A=Y, Ax:

(i) == Invarianz der Spur bei Ahnlichkeitstransformation auf
Jordan-Form (A — J = Q71AQ)

Die Diagonale von J enthalt die Eigenwerte von A und folglich ist
Spur A= SpurJ =), A«
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Beispiel
]
[llustration der Eigenschaften des Spur-Operators fiir die Matrizen

a-(34) e (33)e-(13)

(i) Matrixprodukt:
18 13 4 11
AB_(16 11)’ BA_<10 25)
und Spur(AB) = 18 + 11 = 29 = 4 + 25 = Spur(BA)

(ii) Koordinatentransformation:

—1 _ 3 =2 1 4
oo = (5 7))
(-1 6 12\
N 1 -1 1 3)
und Spur(Q AQ) =5+ (~1) =4 =1+ 3 = Spur
] 155 /415
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(iii) Eigenwerte:

(23)(1)=2(2) (G5)(A)=en(4)

~>  Eigenwerte A\; =5, \» = —1 und

SpurA=5+(-1)=4 Vv

L T5674T5



Rang einer Matrix
I ——.

Fiir eine m x n-Matrix A stimmt die maximale Anzahl linear unabhangiger
Zeilen ut mit der maximalen Anzahl linear unabhingiger Spalten vy
tiberein und wird Rang der Matrix genannt:

Rang A = dimspan(us, ..., un) = dimspan(vy,...,v,) .
~~ —

v 4

Bezeichnet L : R” 5 x — Ax € R die durch A definierte lineare
Abbildung, so ist
U= (Kenl):, V=BildL
mit W dem orthogonalen Komplement eines Unterraums W
(wt e Wt = (wh,w) =0 VYwe W)
Offensichtlich gilt
Rang A < min(m, n),

und fiir eine invertierbare n x n-Matrix A ist Rang A = n.

L T



Der Rang von A l3sst sich bestimmen, indem man mit dem
Gram-Schmidt-Verfahren eine orthogonale Basis fiir U oder V konstruiert.
Alternativ kann man A auf Zeilenstufen-Form (Echelon-Form)
transformieren. Die dazu notigen Operationen, Addition von
Zeilenvielfachen und Permutationen von Zeilen oder Spalten, lassen den
Rang unverandert. Rang A ist dann die Anzahl der Pivots.
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Beweis
Zu zeigen:

dimU =dimV (= RangA)
Satz iiber die Dimension von Bild und Kern der mit A assoziierten linearen

Abbildung L : R" - R" —
dimV =dimBildA=n—dimKern A

ui wi 0
wE KenA < ; =11, dhuw=0V

Wy, 0

= U = (Kern A)* (orthogonales Komplement)
= Dimensionen addieren zu n:

n=dimU+dimKern A

Einsetzen in die Dimensionsformel =  Behauptung
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Beispiel
]
Rang von m x n-Matrizen mit m,n <3
]
(i) 2 x 2-Matrix A = (v1, v):

0, falls Vi = Vo = (0,0)t

RangA=<¢ 1, fallsvy || w2
2, faIIsv1 u/V2
z.B.
1 2 1 2
Rang<2 4>—1, Rang<4 5 ) =2
t
(i) 2 x 3-Matrix A = ( Z% > 3 x 2-Matrix A = (v1, v2):
2

gleiches Kriterium fiir die beiden, die Matrix definierenden Vektoren, wie
im Fall (i), z.B.

Rang(é i ;)zl, Rang

NN DN
AN R
I
N
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(iii) 3 x 3-Matrix A = (v, v2, v3):

, fallsv; = v, = v3 =(0,0,0)*
RangA _ y falls Vi || %) || V3
, falls v linear unabhangig

z.B.

Rang

w N =

1
2
3

w N =

11 2
=1,Rang| 2 2 1 | =2, Rang
333)W

(1) Zeilen linear abhangig:

(1,1,2) +(2,2,1) — (3,3,3) = (0,0,0)

1
3
2

0
1
2, falls vy linear abhdngig, nicht alle parallel
3

W = N

= N W
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(2) Berechnung des Rangs durch Transformation auf Dreiecksform durch
Addition von Zeilenvielfachen:

12 3 1 2 3 1 2 3
3120 -5 -7]=5(0 -1 =5
231/)@\o -1 5/ ®\ 0o 0 18

(a) (Zeile 2)-3-(Zeile 1), (Zeile 3)-2-(Zeile 1)
(b) Vertauschen von Zeile 2 und Zeile 3, (Zeile 3)-5-(Zeile 2)
Diagonalelemente der Dreiecksform ungleich0 — RangA =3

L S



Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Rang der Matrix

1
1
1
1

NN = =
W = W=
WNDDND =
WD Wi

(i) Gram-Schmidt-Verfahren:
Konstruktion einer orthogonalen Basis { b1, b, ...} fiir den durch die

Spalten vy, ..., v5 von A aufgespannten Bildraum V der linearen
Abbildung x — Ax (Rang A = dim V)

Schritt 1:

b1 =V = (]., 1,2,2)t

Schritt 2:

J— btv J— (1717272)(1’171’1)t J—
b2 = Vo — ﬁbl = (1, 1, 1, 1)t — m(l, 1,2,2)t =

(1,1,1,1) — £(1,1,2,2)t = (2/5,2/5,~-1/5,~1/5)t
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Schritt 3:
btvs = (1,1,2,2)(1,3,1,3) = 12, bth = 10,
bSvs = (2/5,2/5,—1/5,-1/5)(1,3,1,3)t = 4/5, bSby =10/25
PONN
bszvsf%blf%bzz
4/5
(1,3,1,3) — £(1,1,2,2)" — 19735(2/5,2/5,~1/5,~1/5)t =
(-1,1,—1,1)t
Schritte 4 und 5:
v -3, %bk = (0,0,0,0)t = v € span(by, by, bs),
d.h. kein weiterer Basisvektor, ebenso wie fiir vs
— RangA=dimV =3
(ii) Transformation auf Zeilenstufenform:
GauB-Operationen

11112 1 1 1 1 2
11323 (00 2 11
21122 |@wm|(0 -1 -120 =219
21333 0 -1 1 1 -1
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1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
0 -1 -10 2| |0 -1-10 -2
00 2 1 1 |®|lo o 2 1 1
00 2 1 1 0 0 0 0 O

(1) (Zeile 2) — (Zeile 1), (Zeile 3) — 2-(Zeile 1), (Zeile 4) — 2-(Zeile 1)
(2) Vertauschen von (Zeile 2) und (Zeile 3), (Zeile 4) — (Zeile 2)
(3) (Zeile 4) — (Zeile 3)

P

3 Pivots,1, =1und2 = RangA=3
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Norm einer Matrix
|
Einer Vektornorm ist die Matrixnorm

Ax
4] = sup LA s j1axg
<20 X lixll=1
zugeordnet. Zusatzlich zu den Normeigenschaften (Positivitat,
Homogenitat, Dreiecksungleichung) gilt

IABI| < [AlllIBIl

fir Produkte von Matrizen, d.h. die zugeordnete Matrixnorm ist
submultiplikativ. Diese Eigenschaft miissen andere Matrixnormen, die
ebenfalls verwendet werden kdnnen, nicht besitzen. Es wird jedoch in
Verbindung mit dem Matrix/Vektor-Kalkiil gefordert, dass eine
Matrixnorm kompatibel mit der Vektornorm ist, d.h.

[[AX[] < [IA[[f]x]I -

Diese schwachere Bedingung als Submultiplikativitat ist fiir die
zugeordnete Matrixnorm eine unmittelbare Folgerung aus der Definition.
]
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Beweis
(i) Positivitat: v/
(ii) Homogenitat:

Al = max [lsAx]| = max [sfl|Ax]
= [s] max [|Ax]| = |s][|A]

[IxI=1
(iii) Dreiecksungleichung:

A+ Bl = Hmlax II(A+ B)x|| = ”m|22<1 ||IAx + Bx]||

max (1Ax+l1Bx[)

IN

x [|Ax| + max ax || Bx|| = [IA[l + (Bl
[Ix H A

L T



(iv) Submultiplikativitat:

Fiir eine Nullmatrix B (||B|| = 0) ist die Aussage trivial, da in diesem Fall
AB ebenfalls die Nullmatrix ist.

Andernfalls gilt Folgendes:

IAB]]

<

sup [ABx|| |A(BX)| || Bx|

x£0  IXIl () B0 (1Bx]| |Ix]|
Ay Bx

sup I g 1B a1y

y#0 Iyl x£0 [ x]]

Die Einschrankung bei der Umformung () ist unproblematisch, da Bx =0

=

ABx = 0.
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Maximumnorm

Der Maximumnorm fiir Vektoren,

Illoo = max v,

ist fiir Matrizen die Zeilensummennorm zugeordnet:

Ax
Al = sup Lol — .
k

[Ix1lo

Dabei ist zu beachten, dass im allgemeinen ||A|loo # [|AY||oo. Insbesondere
gilt fir einen Zeilenvektor (xi,...,x,) (d.h. eine 1 x n-Matrix)

n
Ix[loo = > Ix]
j=1
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Beweis
Definition der zugeorneten Norm —

IA]l 0o = | rlnax mJax]ZaJ kx| < maxZ\aj K|

Gleichheit gilt fiir
X = sign aj k

mit j einem Index, fiir den die Zeilensumme maximal ist.
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Euklidische Matrixnorm

Der Euklidischen Norm (2-Norm) fiir Vektoren,

1/2
|V|:<Z|Vk|2> 3
k
ist die Matrixnorm

|All2 = max{V/X : Xist Eigenwert von A*A}

zugeordnet. Die Wurzeln der Eigenwerte der symmetrischen, positiv

definiten Matrix A*A sind die Singularwerte von A.

Kompatibel mit der Euklidischen Norm ist ebenfalls die Frobenius-Norm
1/2

2
IAlF = [ D lajxl :
ik

d.h. es gilt
[Ax| < [|AllF|x] .
Diese Norm ist jedoch nicht submultiplikativ.

I, A



Beweis
(i) Zugeordnete Norm:
benutze die Singuldrwertzerlegung

A= USV*, U,V unitar, Sdiagonal

Invarianz der Euklidischen Norm bei unitaren Transformationen —

|Ax|? |USV*x|? ISV*x|? |Sy|?
x[2 B

IA]1Z = sup

x7#0

= Su
x#£0 ‘X‘z x#£0 ’V*XP y#0 ‘}/|2

1Sy|? = 3" h_1 ISkyy|? mit r dem Rang und s; > --- > s, den
Singuldrwerten von A

Zkl skyk|?
Z yel? —

mit Gleichheit fir y = (1,0,...)*
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(i) Frobenius-Norm:
Kompatibilitit <= Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Ax? = Z(;aj,m)zﬁjz \/;Pj,k’z\/;’XkP 2

J

= [ DD lakl? | Ix1P = AlIEIX?
ik
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Beispiel
|
verschiedene Normen der Matrix

(i) Zeilensummennorm:

1Alloo = mjaxz |aj.k = max{| = 1[, [1],| = 2| + [2]} = max{1,1,4} = 4
k

Gleichheit in der Ungleichung || Ax||oc < ||Allcol|X]|oo fiir Xk = sign a3,
dh. x=(-1,1)%

-1
[AX[[oc = | -1 =4, |x[l=1
4

[e.e]

] 174/ 415



(i) Euklidische Norm:
| All2 = max{v/X : \ist Eigenwert von A'A}

0 -1
0 1 -2 5 -4
AtA = ( ) 1 0 = < )
-1 0 2 ( 5 9 ) —4 5
Eigenwerte A\; =9, A\ =1, denn

() =5(4) wa(3)=(2)

Gleichheit in der Ungleichung |Ax| < ||All2|x] fiir x = (1, —1)"

—4

1
|Ax| = ( 1 ) =V18, |x|=V2

und V18 =9v2 v
(iii) Frobenius-Norm:
[AlF = T+ 1+(—2F+2 = VI0
e 175 /415




Orthogonale und unitare Matrizen
]

Eine komplexe n x n-Matrix A ist unitar, falls
A—l _ At _ A*,

d.h. falls die Spalten von A eine orthonormale Basis von C" bilden.

Fiir relle Matrizen entfillt (wie auch beim Skalarprodukt) die komplexe
Konjugation,
A—l — At

und man bezeichnet A als orthogonal.

Eine reelle (komplexe) n x n-Matrix A ist genau dann orthogonal (unitér),
wenn sie die euklidische Norm jedes Vektors invariant |asst:

|Av| =|v| VveR"(eC").
I ——.
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Beweis

Es geniigt, den allgemeineren komplexen Fall zu betrachten.

(i) Aunitsir = (Ay)"(Ax) = y*A*Ax = y*x

~> Invarianz des komplexen Skalarprodukts und damit auch der Norm
(i) Normtreue —— Normierung der Spalten v; von A, die Bilder der

Einheitsvektoren ¢; sind:
lvi| = |Agi| =1

zum Beweis der Orthogonalitat wahle A = exp(i?), so dass
s=vi(Aw) R
Normtreue und Definition der euklidischen Norm  ~~

2 = le+e* =|vi + Avf?
= |\/j|2+|)\|2|vk|2+vj*()\vk)+()\vk)*vj:2+2s
———

=5=s

= s =0 und somit ebenfalls vj*vk =0
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Beispiel
I ——.

Einige elementare orthogonale und unitdre Matrizen

I ——.
(i) Drehung (orthogonal):

A:(C _S>, C=cCosp, s =siny

S C

AtAL E dh At= A1

c s c —s c?+s®  —cs+sc 10
-s ¢ s ¢ —sc+cs (—s)*+c 01
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(i) Spiegelung (symmetrisch, orthogonal):
d: normierter Normalenvektor der Spiegelungsebene  ~~
A=E —2dd*

At = A
(E —2dd")t = E* —2(dd")' = E - 2(d")'d* = E —2dd* = A Vv
AA = AA= E

geometrisch offensichtlich (zweifache Spiegelung ~»  Identitat)
rechnerisch:

(E —2dd")(E — 2dd") = E — 2dd"* — 2dd* +4d d'd d"* = E v
=1
konkrete Spiegelung: d = (1, 1, 1)!/v/3  ~»

1 1 -2 =2
1 )= -2 1 =2
1 -2 -2 1
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(iii) Fourier-Matrix (unitar):

11 1 1
1 1 i -1 —i
A=511 -1 1 1
1 - -1 i
A*A L E dh A* = A1
11 1 1 11 1 1 1000
101 - -1 i 1 i -1 —i | |o100 p
sl 1 211 41 1 -1 1 1] |loo1o0
1 0 -1 —i 1 —i -1 i 000 1

L To04TS



Beispiel
I ——.
Hadamard- Matrizen H: nach Normierung orthogonal, h; , € {—1,1}
I ——.
Konstuktion fiir n = 2%

1 1 1 1

1 1 1 -1 1 -1

h=(1), H2_(1 —1)’ a=11 1 1 1
1 -1 -1 1

Rekursion
_( Hk Hi

Normierung Hx/vk ~»  orthogonale Matrizen
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Fourier-Matrix

Die Fourier-Matrix besteht aus Potenzen der Einheitswurzel w, = g2mi/n.
Wr?.o o WS-(n—l)
Wph = : :
Wr(]n—1)~0 . Wr(’n—1)~(n—1)

Sie ist nach Normierung (W, — W, /\/n) unitdr, d.h. W W, /n ist die
Einheitsmatrix.

Die Orthogonalitat der Spalten v; folgt aus der geometrischen
Summenformel

(k—j
(k=i)t _ W .
Zwa rl;k ZW —Jj) nkij_ —0, j£k,,
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Normale Matrizen
]
Eine komplexe Matrix A ist normal, falls

AA* = A*A,  A* = At

Insbesondere sind unitdre und hermitesche Matrizen normal.

Fiir reelle normale Matrizen entfillt die komplexe Konjugation, d.h.,
AAt = AA.

Dies ist fiir orthogonale und symmetrische Matrizen erfiillt.
]
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Beweis
A unitir, d.h. A= A1 —

AA = AA L =E=A1A=A"A
A hermitesch, d.h. A* = A —
AA* = AA = A*A

Beide Eigenschaften sind demnach hinreichend fiir Normalitét.

Fiir reelle Matrizen A ist A* = A'. Die obigen Argumente gelten also auch
fir diesen Fall.
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Beispiel
I ——.

Konstruktion einer normalen 2 x 2-Matrix
1 a
(1 2)

|
AAE — 1 a 1 b\ [ 1+a b+ac

“\ b ¢ a ¢ ) \ b4ac b2+c?
AtA— 1 b 1 a\ [ 1+b® a+bc

“\la c b ¢ ) \a+bc a*+¢c?
normal, falls AAt = A'A, d.h. falls

a=+b AN b+ac=a+ bc

|

a=b Vv (a=-b,c=1)
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Zyklische Matrizen
]
Bei einer zyklischen n x n-Matrix werden die Spalten durch zyklisches
Verschieben der ersten Spalte gebildet:

dp dp—1 an-2
ai ao an—1

¢= a a a ... ; dh. Gk = aj_kmodn-

Die zyklische Struktur bleibt bei Transposition, Multiplikation und
Invertierung erhalten.
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Beweis

(i) Transposition: v

(i) Produkt:

Q=CD, cij=ai—jmodn dij = bi_jmodn ==

n
di.k = E ai—jmodnbj—kmodn
j=1

Substitution j =/ + k ~
n—k
qik = Z 3(i—k)—j' mod n bj’ mod n
J'=1—k
Modulo-Arithmetik = Invarianz der Summanden bei Ersetzen von
j" durch j/ & n
~  Anderung des Summationsbereiches
{1—k,...,0,1,....n—k} — {n+1—k,....n1....n—k}
= {1,...,n}

= @i hangt nur von (i — k) mod n ab, d.h. Q ist zyklisch:
i,k = Pi—kmodn

I A



(iii) Inverse:
D=C" ¢i=aj—kmodn
Fiir die erste Zeile (bg, bp—1, ..., b1) von D gilt wegen E = DC

n
61,[ = Z bl—k mod n dk—f mod n
k=1
zeige di k = bi_kmodn:
wihle dazu £ = j — i + 1 mod n, substituiere k' = k + i — 1 und erhalte

n

5i,j = 51,j—i+1 modn — Z bl—k mod n @k—j+i—1modn
k=1
i+n—1
= Z bi—k’ mod ndk’—jmod n
k'=i
Verschiebung des Summationsbereiches, {i,...,i+n—1} —{1,...,n}

— dik = bi—kmod n erfiillt E = DC und ist somit inverse Matrix
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Beispiel
]
Produkt CD und Inverse C~! fiir die zyklischen Matrizen

0o 2 -1 3 5 4
c=| -1 0 2 , D=1 4 3 5
2 -1 0 5 4 3
|
@ Produkt:
3 27
cCh=|7 3 2
2 7 3
o Inverse:
1 2 1 4
Cl=-1421
! 1 4 2
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Positiv definite Matrizen
]
Eine quadratische Matrix A ist positiv definit, falls

v¥Av >0 Vv #(0,...,0)"

(v* = v* fiir reelle Vektoren).

Ist v*Av lediglich nicht-negativ, so bezeichnet man A als positiv
semidefinit.

Eine positiv definite Matrix A hat ausschlieBlich positive Diagonalelemente
und Eigenwerte. Insbesondere ist A invertierbar und die Inverse ist
ebenfalls positiv definit.
]
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Beweis
(i) Diagonalelemente:

J
Spalte k

8k = el Ae, >0
~—~
(i) Eigenwerte:

Av = v = 0 < v*Av = v*(Av) = \|v]?
= A>0

(iii) Inverse:
Eigenwerte >0 =  Existenz von A~! und

*A2—1. _ -1 \*xp—1 -1 LK AR * *
VATl = (AATV)TATHAAT YY) = wATw = (WwTAw)" >0

w >0
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Beispiel

Gramsche Matrix G einer Basis {vi,...,v,}:

G ist positiv definit, da
x"Gx = Zngj,ka = <ij-vj-,2xkvk> = (u,u) >0
ik k

u
firu#0 <= x#(0,...,0)"
Hilbert Matrix:

Basis px : x — xX, k=0,...,n, fiir Polynome vom Grad < n,
Skalarprodukt (f, g) fo f(x g(x)dx

1
; 1
G: o, = (p: _ Ik dx = — —
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Determinante als antisymmetrische Multilinearform
]
Die Determinante

det A = det(ay, ..., apn)

einer quadratischen Matrix A mit Spalten a; kann durch folgende
Eigenschaften definiert werden.

o Multilinearitat:
det(...,oaj + Bbj,...) = adet(...,a;,...)+ fdet(..., bj,...)
@ Antisymmetrie:
det(...,aj,...,ak,...) = —det(...,ak,...,a},...),

insbesondere det A = 0 bei zwei gleichen Spalten

@ Normierung:
det(er,...,en) =1, (ex), = Oke-
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Mit den definierenden Regeln lsst sich eine Determinante als Summe
n-facher Produkte entwickeln:

det A = Z O'(p) ap(1),1 """ 9p(n),n >
p€5n

wobei iiber alle Permutationen p von (1,...,n) summiert wird, und o(p)
das Vorzeichen von p bezeichnet.

Man benutzt ebenfalls die Schreibweisen

a1 - din
det A= |A| =

an,1 *°° dnn

Wegen der hohen Anzahl der Summanden (es exisitieren n!
Permutationen) ist die explizite Darstellung der Determinante fiir die
praktische Berechnung schlecht geeignet. Sie ist jedoch unmittelbar mit
den definierenden Eigenschaften verkniipft und wird zum Beweis sowie zur
Herleitung einiger anderer Eigenschaften bendtigt.
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Beweis
(i) Eigenschaften = Entwicklung der Determinante via Permutationen:
Darstellung der Spalten von A als Linearkombinationen der

Einheitsvektoren e, N
agx = Z ajykej y
Jj=1
und Multilinearitat e

n n
det A = Z Z a1 Ak, ndet(ex,, ..., ex,)

ki=1 kn=1 —d,

Antisymmetrie —
o det(ey,...,e,) =0, falls nicht alle e, verschieden sind, d.h. nur
Permutationen sind zu beriicksichtigen, k = (p(1),...,p(n)), p € Sn
o di = (—1)"¥ det(ey, ..., e,), wobei 7(k) die modulo 2 eindeutig
bestimmte Anzahl von Vertauschungen bezeichnet, um die
Einheitsvektoren in die kanonische Reihenfolge zu bringen
Definition des Vorzeichens einer Permutation und Normierung ——
dx = det(ep(1); - - -, €p(n)) = o(p) det(er, ..., e,) = a(p)
] 195 /415



(ii) Entwicklung = Eigenschaften:
Multilinearitdt <= Produkte

Akq,1 """ dkn,n

enthalten aus jeder Spalte jeweils genau ein Element.
Antisymmetrie <= Vertauschung von Spalten dndert Vorzeichen der
Permutation.
Normierung <= Fiir die Einheitsmatrix existiert nur ein nichttrivialer
Summand:

31,1”'3n,n:1'”1:1-
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Beispiel
I ——.
Determinante einer (2 x 2)-Matrix:

a b
c d

I
(i) Berechnung mit Hilfe der definierenden Eigenschaften:

det(ae; + cey, bey + dey) = adet(ey, ber + dey) + cdet(ey, bey + dey)
= abdet(e1, 1) + ad det(e1, 2) + cbdet(er, e1) + cd det(ez, 2)
=ab-0+ad-1+4+cb-(—-1)+cd-0=ad— bc

‘:ad—bc

(ii) Entwicklung nach Permutationen:
Dimension n=2 ~» nl =2 Permuationen p = (1,2) und g = (2,1)

a1l a2

a1 ap - 0(p)ap(1),lap(2),2"‘U(g)aq(l),laq(z),z

= l-ajjap+(—1)-ax1a12=ad —cb

L LI



Beispiel

eine Summe von Produkten, die den ver-

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix ist al,l\al,/al,s

schiedenen Diagonalen entsprechen. Die-
ses sogenannte Sarrus-Schema ist in der
Abbildung illustriert.

Al =

+a1,1a22333+a2,1332313+331912a23 ' * *
—a3,1a22313—31,1332a23— 321312333 / \

konkrete Matrix:

&~ W o
O o1 =
N N O

(8:5-2+3-9-6+4-1-7)

—(4-5-6+8-9-7+3-1-2) =360

198 /415



Uberpriifung des Sarrus-Schemas durch Entwicklung nach Permutationen

|A| = Z a(P) ap(1),13p(2),23p(3),3

PESs
~» 6 Summanden
p Vertauschungen o(p) Produkt
(1,2,3) +  a11a22333
(27 37 1) — (37 27 1) - (17 27 3) + 32,133,231,3
(37 17 2) — (27 17 3) — (1’ 25 3) + d3,14d1,24a2.3
(3727 1) - (17273) - a31482.241.3
(1,3,2) —(1,2,3) - a1,1332a23
(2, 1,3) — (1,2,3) — d2,141,24833
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Berechnung von Determinanten
]
Die Determinante einer Matrix bleibt bei Addition eines Vielfachen einer
Spalte oder Zeile zu einer anderen Spalte oder Zeile unverdndert. Sie
dndert ihr Vorzeichen bei Vertauschung von Spalten oder Zeilen. Analog
zum GauB-Algorithmus fiir die Losung linearer Gleichungssysteme kann
man mit diesen Operationen die Determinante auf Dreiecksform
transformieren,

a1 - ain di1 -+ din
: : — 0 , dj,kIOfﬂI’j>k,
an1 - dnn 0] 0] dn,n

und als Produkt der Diagonalelemente berechnen:
(~1)'detA=detD =dy1---dnn

mit ¢ der Anzahl der Spalten- bzw. Zeilen-Permutationen.
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Eine Determinante ist genau dann nicht Null, wenn die Spalten (Zeilen)
eine Basis bilden. Insbesondere ist die Determinante einer Matrix mit zwei

gleichen Spalten oder Zeilen Null.
Es gelten die folgenden Regeln:

o det(AB) = (det A)(det B)

o det A =det A

o det(A!) = (det A)~1
|
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Beweis
(i) Transposition:
Entwicklung nach Permutationen

det A= " 0(p) ap(a)1- - 3p(n).1
pPESH
Umordnung der Faktoren (Spaltenindex 1,...,n — Spaltenindex
p (1), p ()~
dp(1),1 """ dp(n),1 = d1,p=1(1) """ dn,p=i(n)

mit p~1 der inversen Permutation zu p
a(p)=o(p™) ~

D o(P ) Ay Ay = det AT

p—1

d.h. det A = det A
=  Aussagen fiir Spalten gelten entsprechend fiir Zeilen.

I ST



(ii) Addition von Spaltenvielfachen:

det(...,aj +sak,...,ak,...) =
det(...,aj,...,ak,...)+sdet(...,ak,...,ak,...)

=0

aufgrund der Linearitdt und Antisymmetrie der Determinante

(iii) Basis-Test:

Die lineare Hiille der Spalten einer Matrix A bleibt bei Addition von
Spaltenvielfachen und Spaltenvertauschungen unverdndert, damit auch der
Rang, ebenso wie der Betrag der Determinante.

Die Spalten ax bilden genau dann eine Basis, wenn Rang A maximal ist,
d.h. mit der Dimension n von A libereinstimmt.

Damit gilt

{a1,...,an}Basis <= RangA=RangD =n
<~ dk7k7é0,k:1,...,n
< |di1---dpn| =|detD| = |det A #0
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(v) Produkte von Matrizen:

detA=0 <= ai,...,a, linear abhingig

=  Aby,...,Ab, linear abhingig, da die Spalten Ab, von AB
Linearkombinationen der Spalten a, von A sind

—  det(AB) = det(Ab1,...,Ab,) =0 =detAdetB Vv

fiir det A # 0 definiere
d(bi,...,b,) = det(AB)/det A

und verifiziere die definierenden Eigenschaften der Determinante
Antisymmetrie und Normierung unmittelbar ersichtlich
zum Beweis der Linearitdt bemerke fiir by = au + Sv

d(...,au+Bv,...) = det(...,0Au+ fAv,...)/detA
= ad(...,u,...)+pd(...,v,...)

(v) Inverse
AA~1 =

1 = det E = det(AA™!) = det(A) det(A™})
e 204 /415



Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Berechnung der Determinante von

O W o
S W o0 b
o W o o
F O ORI N )

durch Transformation auf Dreiecksform mit GauB-Operationen (Skalierung,
Addition von Zeilenvielfachen und Zeilenvertauschungen)

Zeile 3-3x Zeilel ~

1 4 0 2
0O 8 0 4
det A = det 0 -9 3 _a
0 6 0 4
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Vertauschen von Spalte 2 und Spalte 4  ~~

1 2 0 4
0 4 0 8
det A = —det 0 -4 3 —9
0 4 0 o
Zeile 3 + Zeile 2, Zeile 4 - Zeile 2 ~~
1 2 0 4
0 4 0 8
det A= —det 00 3 -1 =-1-4.-3-(-2)=24
0 00 =2
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Volumen eines Parallelepipeds

Der Betrag der Determinante einer reellen Matrix A = (a1, ..., a,) stimmt
mit dem n-dimensionalen Volumen des von den Spalten a, von A
aufgespannten Parallelepipeds iiberein:

n
| det A| = vol {Z skak: 0 <s, < 1} = vol (A[0,1]") .

k=1

L TS



Beweis
Das orientierte Volumen

vol, A = sign(det A) vol(A[0, 1]")

besitzt alle drei definierenden Eigenschaften der Determinante
(Multilinearitat, Antisymmetrie, Normierung).
_—

vol, A =det A
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Beispiel
I ——.
Alternative Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (u, v, w)
mit den Spalten

ot = (2,1,1), vt = (1,2, 1), wt = (1,1,2)
I ——.
(i) Spatprodukt:
det(u,v,w) =[u,v,w] =u*(bxc) ~

1 1 3
(2,1,1) 2 | x| 1 =2,1,1)| -1 |=6-1-1=4
1 2 ~1

(i) e-Tensor:
det(u, v, w) =32, >k Dogjketjviwe  ~
det(u,v,w) = 6172’3-2-2-24-6173’2-2-1-1+€271,3-1-1-2
—|-€273,1-1-1'1+8371,2-1-1'1+6372,1-1-2'1
= 8-2-241+1-2=4
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Determinanten spezieller Matrizen

Die Determinante einiger spezieller n x n-Matrizen A 138t sich unmittelbar

angeben.
o Dreiecksmatrix (aj x = 0 fiir j < k oder j > k):

detA=a11---ann

o Blockdiagonalmatrix (Null bis auf quadratische Diagonalblécke Ay x):

det A= ] det A
k

e Unitdre und orthogonale Matrix: (A~1 = A*):
|det Al =1

bzw. det A € {—1,1} fiir ajx € R und A~ = A
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Beweis
(i) Obere Dreiecksmatrix:
Wegen det A = det A geniigt es, eine obere Dreiecksmatrix zu betrachten.

Permutation p von (1,...,n) ungleich der Identitat

= Jkmitp(k) > k(k=min{l: p({ #()}) = apu) k=0

— detA= Z U(p) ap(1),1° " dp(n),n = a1,1" " " dnn
PESH

(ii) Blockdiagonalmatrix:
betrachte zunichst eine Aufteilung in zwei Diagonalblocke der GréBe nq
und ny

ap(1)71 s ap(,,)v,, 7& 0 nur fir
p(l)’... ’p(nl) <n A p(n1_|_]_)’... ,p(n) >n+1

L TR



=  Produktform der Determinante:

detA = Z O'(p) (ap(l),l e ap(nl),nl)(ap(n1+1),n1+1 to ap(n),n) -

pPESH
= ( ZU(C]) dg(1),1 """ aq(nl),nl) ( ZO’(I‘) Any+r(1),m+1""" an1+r(n2),n>
q€Sn reSn,

= det A171 det A2’2

Induktion mit Abspaltung von jeweils einem Diagonalblock —
Aussage fiir eine Aufteilung in mehr als zwei Blocke

(iii) Orthogonale und unitidre Matrix:
Vertauschbarkeit von komplexer Konjugation mit Summen und Produkten,

det A = det A* und det(AB) = det AdetB —
1 = detE =det(A"A) =det A*det A
= det Atdet A = det Adet A = | det A?

Areell = detAe{-1,1}
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Beispiel
I ——.

Determinanten der Matrizen

1 4 6 120 1 -2 2
A=(0 25|, B=|3 40|, c=| -2 1 2
0 0 3 005 2 2 1

. ____________________________________________________________________________________________________________________|
A: Dreiecksmatrix ==  detA=ajja0a33=1-(-2)-3=-6
B: Blockdiagonalmatrix

1 2

3 4 |=14-23=-2 = detB=(-2)-5=-10

C/3: orthogonal == |det C| = 33|det(C/3)| =27
Sarrus-Regel  ~~

1 -2 2
2 1 2| = 1-1-14(=2)-2-2+2-(=2)-2
2 2 1

—2:1:2-2.2:1-1-(=2)-(=2) = —27
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Entwicklung von Determinanten

Die Determinante einer n x n-Matrix A lasst sich nach einer beliebigen
Zeile oder Spalte entwickeln:

detA = S°7_ (—1Y*kajxdetA;, (Entwicklungnach Zeile )
= ZJ’.’:l(—l)H'kaj’k det Aj x  (Entwicklung nach Spalte k),
wobei /Z\j,k die Matrix bezeichnet, die durch Streichen der j-ten Zeile und
k-ten Spalte von A entsteht,

a1 - Ak o aia
. . X . a1 X X al,n
. ; ’ X . s A—1,k—1  F—1,k+1
Al an o ae a Ay -1 :
5 o n ’ .k Tt A1 k=1 31 k41
a . X a
an,1 N an k . an,n n,1 n,n

Durch wiederholte Anwendung der Prozedur kann die Dimension der
Determinanten sukzessive reduziert werden.
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Beweis
det A=detA' ~+  Entwicklung nach einer Spalte
Darstellung der k-ten Spalte als Linearkombination von Einheitsvektoren,

n
aix = Z aJ-,keJ- y
Jj=1
und Multilinearitat der Determinante  —>

n
det A = Z aj cdet (a1, ..., ak—1,€,ak+1s---,an)
=1

=B;

n — k Spaltenvertauschungen und n — j Zeilenvertauschungen
~» 1 von ¢; in rechter unterer Ecke:

0
det BJ' _ (_l)nfk(_l)nfj det Aj,k 0
(=1)i+k aj1 ' djk-1 djk+l1 "' djn 1
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Entwicklung nach Permutationen ~- nichttriviale Beitrage nur von
Permutationen p mit p(n) = n, d.h. (p(1),...,p(n—1)) € Sp—1 und

0

det A.i:k : = det AN,"J'
0
a1 Akl dkrr o 3 1

~>  angegebene Entwicklungsformel
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Beispiel
I ——.

Entwicklung der Determinante

d =

oo NN
O OO W
N R OO
O o1 W s

Entwicklung nach der zweiten Zeile — ~~

304 1 30
(-1)*1.216 1 5|+0+0+(-1)**.3/0 6 1
029 0 0 2
Entwicklung der ersten Determinante nach der ersten Spalte  ~~
15 0 4
1L )2+ _ _
(-1) 3 5 9'4—( 1) 6‘2 9 3+48 =45

Determinante der Dreiecksmatrix: 1-6-2 = 12
insgesamt: d = —2-45+3-12 = —b4
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Beispiel

Ebene durch die Punkte

Pi = (Xks i, 2),

k=1,2,3

Ebenengleichung in Determinantenform

x y z 1
gl n a 1| 0
x2 2 z 1
x3 y3 z3 1

Entwicklung nach der ersten Zeile  ~~

E:ax+by+cz=d

mit
§%t z1 1 X1 71 1 Pt
a=|y» = 1 ,b:— x oz 11 C=|x
y3 zz 1 X3 z3 1 X3

Y1

3

o e

X1
X2
X3

Y1
y2
¥3

z1
z2
z3
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Vandermonde-Determinante

Die Determinante der an n Punkten x; ausgewerteten Monome
1,x,...x"List

1 xg xf_l
1 x x2”_1
. =110 —x)
’ 1 Jj>k
1 X, Xh~

L 10415



Beweis

Induktion
(i) n=2:
1 x
det ( 1 ) =X — X1
1 x
(i) (n—1) = n
Subtraktion der ersten Zeile von allen weiteren Zeilen
1 x3 ... Xf_l 1 X1 Xfil
1 x ... xé’_l 0 xo—x1 ... xg_l—x{’_l
1 x, ... x™1 0 Xp—x1 ... x'71 x{’_l

Entwicklung nach der ersten Spalte

Xo — X1 ... xé’_l xf_l
Xp — X1 xn—1 xl"_:l
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Herausziehen des Faktors xx — x; aus der k-ten Zeile

1 x4+x X22—|—x2x1+x12 Z n—2—iy
n 1 x3+x1 X5 +x3x+x2 ... ZX"*
[ [ =) =
2 (S '
1 xp—x1 x2+xpxa+x3 ... Y x0727x

Subtraktion des x;-fachen der vorhergehenden Spalte von jeder Spalte

1 x xé’_z
n 1 x3 x:,';’_2
TT 0% = x1) .
k=2 3
1 x, X,’,’_2
Induktionsvoraussetzung — |- |= H_/>k>2()<j — Xx)
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Lineares Gleichungssystem
]
Ein lineares Gleichungssystem hat die Form

agix1 + - A+ araxpn = b
: : : : ~— Ax=b

amixy + -+ + ampXn = bm

mit einer Koeffizientenmatrix A = (aj x), zu bestimmenden Unbekannten
X, und einer rechten Seite b.

Das lineare Gleichungssystem ist homogen, wenn b = (0,...,0)t,
andernfalls bezeichnet man es als inhomogen.

Besitzt das lineare Gleichungssystem keine Lésung (im Allgemeinen fiir

m > n), so nennt man es iiberbestimmt. Man spricht in diesem Fall auch
von einem Ausgleichsproblem. Ein lineares Gleichungssystem mit keiner
eindeutigen Losung (im Allgemeinen fiir m < n) wird als unterbestimmt
bezeichnet.
L]

L TS



Beispiel
]
Approximation eines Hohenprofils einer Etappe der Tour-de-France aus den
Daten

x| 0 13 31 67 80 95 124 144 164
hj 399 562 397 1326 290 752 252 1130 1190

15001 Col de Porte

Villard de Plans

1000 -
Cote de Revel

Cote de Vireeu

L s23 74T



Ansatz
h(x) = p(x) = Z Chpi(x
mit Exponentialfunktionen

pr(x) = exp(—(x — xx)?/100)
als Basisfunktionen

Vorteil der Basiswahl: starkes Abklingen von py fiir [x — xx| > 00~
keine globale Auswirkung von Anderungen

Interpolationsbedingungen

h_pX_j chPkXJ j:]-""7n

<= lineares Gleichungssystem
Ac=0b

mit aj k = pk(Xj) und bj = hj
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Beispiel

1
Elektrischer Schaltkreis = Q o Q =
(=3 ) <or' T4 %
Xi: Kreisstrome mit FlieBrichtung — —
entgegen dem Uhrzeigersinn ov & Q 0] Em
— x1 ~
R; «: gemeinsamer Widerstand der = a
. . 3 T x 220V
Jj-ten und k-ten Schleife I:“:l @ g N
U;: angelegte Spannungen -T—

Ohmsches und Kirchhoffsches Gesetz ~» lineares Gleichungssystem
D xR0+ Y 05— xRk = U
j~0 jrk

Jj ~ k: j-te und k-te Schleife haben einen gemeinsamen Widerstand

durchflossen vom Strom x; — xi
Rj o, j ~ 0: Widerstinde, die nur in der j-ten Schleife liegen
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Daten in der Abbildung ~~

150 —-70 —-80 0 0 X1 110
—70 120 —-10 —-40 0 X2 0
—-80 —10 160 0 —70 x3 | = 0

0 —40 0 130 -30 X4 0
0 0 —-70 —-30 190 X5 —220

Diagonale: Summe der zu einer Schleife gehdrigen Widerstande
aj k: negativer gemeinsamer Widerstand der Schleifen j und k

Losung
1.0157
0.5641
X = 0.0358
—0.0940
—1.1595
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Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems
I ——.
Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems

Ax = (0,...,0)",

mit einer m x n-Koeffizientenmatrix A ist ein Unterraum U des
Vektorraums der n-Tupel (x1,- -+ ,xp)t, U = Kern A.

Besitzt das inhomogene lineare Gleichungssystem
Ax=0b
eine Losung v, so gilt fiir die allgemeine Losung
xev+U,

d.h. die Lésungsmenge ist ein affiner Unterraum.

Insbesondere kann also ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
entweder keine ( Av), eine (U = {0}) oder unendlich viele (dim U > 0)
Losungen besitzen.
]
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Beweis
i) Fiir Losungen x, y des homogenen linearen Gleichungssystems gilt
g Y

A(x +y)=Ax+ Ay = (0,...,0)* +(0,...,0)* = (0,...,0)*
A(sx) = sAx = 5(0,...,0)" = (0,...,0)",

d.h. die Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems bildet
einen Unterraum U.

(i) Fiir eine Lésung v des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ax = b gilt

Ax—v)=Ax—Av=b—b=(0,...,0),

dh.u=x—-vel.
~»  Loésungsmenge v + U (affiner Unterraum)
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Beispiel
]
Verschiedene Typen linearer Gleichungssysteme
]
(i) Eindeutige Losung:

0 2 xx\_ (4 PN + 2% = 4
1 3 x /] \b xx + 3x = 5

~ o oxo =2, x1=-1

(ii) Unendlich viele Lésungen:
011 f_l — o + x3 = 1
110 o]\ X+ x =1
3

xx=t = x3=1—t, xq=1—t dh x=(1,0,1)"+¢(-1,1,-1)
—_——— —o o

v el
U: Lésungsraum des homogenen Gleichungssytems (dim U = 1, Gerade
mit Richtung (—1,1,—1)%)
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(iii) Keine Losung:

Il
= O

01 N 0 Xo =
11 ( Xl ) = 1 — x1 + x
10 2 0 x1 = 0

Gleichungen 1 und 3, x = 0 und x; = 0, sind inkonsistent zu Gleichung 2.
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Cramersche Regel

Fiir ein quadratisches lineares Gleichungssystem Ax = b ist
xjdet A = det(a1,...,aj-1,b,8j41,...,an),

wobei aj, ..., a, die Spalten der Koeffizientenmatrix A bezeichnen.

Ist det A # 0, so existiert eine eindeutige Losung x, deren Komponenten Xx;
als Quotienten der Determinanten in obiger Gleichung bestimmt werden
konnen.

Wa3ahlt man b als den k-ten Einheitsvektor ek, so erhdlt man die k-te

Spalte (c14,---,Cnk)t der Inversen C = A™L:
o det(a1,...,aj—1, €k, aj41,---,an)
I det A ’
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Nach dem Entwicklungsatz fiir Determinanten ist
ok ~
det(al, sy @1y €y Ajp Ly e e s an) = (—].)"Jr det Aj,k

mit /N\j,k der Matrix, die durch Streichen der Spalte j und der Zeile k von
A entsteht.
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Beweis
Multilinearitdt und Antisymmetrie der Determinante ——

n

det(ay,...,ak_1,b,ak41,...,an) = det(a1,...,ak_1, g ajXj, k41, - an)
j=1
n
= E xj det(ay, ..., ak—1,aj, ak+1, -5 an)
j=1
= xx det(a1,...,ak—1, 3k, Ak+1s---,an)
b=ex ~» k-teSpalte x = (cix,...,Cnk)" der Inversen, denn

AC=E=(e1,...,en) = Ax=¢
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Beispiel

Berechnung der Inversen C der (2 x 2)-Matrix

a b
A_(c d

)

Cramersche Regel

@1 =

bzw. mit det A = ad — ¢cb

1 b

0 d| d

detA  detA’

a 1

c O . —c

detA  detA’
_1 1

ad — cb

Ve
1 d —b
detA  detA’
a 0
C 1‘ a
detA  detA
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Beispiel

Lineares Gleichungssystem

4 -1 -1 X1 8
-3 —4 4 X2 = 5
2 2 -1 X3 -7
N ~~ 4 N———
A b

eindeutige Losung, da

4 -1 -1
det A = -3 —4 4
-2 2 -1

—4 4 -3 4 -3 —4

e A AR

Entwickeln 2 -~ -2 -1 -2 2

nach Zeile 1

= ~16+11+14=9+#0
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Cramersche Regel —
x1 = det(b, ap, a3)/ det A mit ax den Spalten von A
Einsetzen ~»

8 -1 -1
xx = -| 5 —4 4
o1 7 2 1

1 —4 4 5 4 5 —4
=502 A5 A lren] 5 )
—324+23+18
=

analog, xo = det(a1, b, a3)/ det A und x3 = det(a1, a2, b)/ det A, d.h.

1

TR |4 18
=53 5 4 |=-3 ;=g /-3 4 5 |=-1
—2 -7 -1 —2 2 -7
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Ruckwairtseinsetzen
|

Bei einem linearen Gleichungssystem in oberer Dreiecksform,

rni - fnn X1 by
- )
0 I'n,n Xn by
R
mit det R = ry 1+ rpn # 0 konnen die Unbekannten x,, ..., x1

nacheinander bestimmt werden:
I'n,nXn = b, = xn= bn/rn,n
und, fir{ =n—1,...1,
reexe+ -+ ronXn = by = x¢ = (be — rpes1Xe41 — - — fenXn) /1o -

Dabei werden jeweils die schon berechneten Werte x;1, ..., X, verwendet.

Bei einem linearen Gleichungssystem mit einer unteren Dreiecksmatrix
kann man analog nacheinander xg, ..., x, bestimmen.

L TS



Die Berechnungen kdnnen mit Hilfe eines Tableaus R|b erfolgen, in dem
die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite zusammengefasst sind. Fiir

¢ =n,...,1 dividiert man die Zeile ¢ durch ryy (~» Diagonalelement
gleich 1) und zieht fiir k = ¢ —1,...,1 das ry 4-fache der (-ten Zeile von
der k-ten Zeile ab. Dadurch werden oberhalb von r; = 1 Nullen erzeugt.
Als Resultat enthalt das Tableau die Einheitsmatrix und in der letzten
Spalte (modifizierte rechte Seite b) die Lésung x.

Bei der praktischen Durchfiihrung werden nur die sich dndernden Zeilen
untereinander notiert.

. __________________________________________________________________________________________________________________|
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Beispiel
]
Losen des Gleichungssystems

4 + 3x + x3 = 6
2x>  + 2X3 = 0
7X3 =7

|
Rickwartseinsetzen  ~~

X3 = 7/7=1
xx = (0—2x3)/2=(0-2-1)/2=—1
x1 = (6-3x—x3)/4=(6-3(-1)—1)/4=2
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alternative Losung mit Hilfe des Tableaus R|b

4 3 1|6 21
0 2 20| 22

0o 0 7|7 Zz3

0 0 1 73 = 73)2

4 3 0|5 zV=21-2%

0 2 0|-2|| Z22=272-2x27%
0 0|-1| z2"=2z2)2

4 0 0|8 | z1"=271-3x22
0 0] 2 71" = 71" /4

markierte Zeilen Z1"”, Z2", Z3' (Diagonalelement gleich 1)

Losung

X3:17X2:

—1, X1 =2

od
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GauB-Elimination
]
Durch GauB-Transformationen l3sst sich ein lineares Gleichungssystem mit
invertierbarer n x n-Koeffizientenmatrix A in maximal n — 1 Schritten auf
obere Dreiecksform bringen.

Dazu werden sukzessive die Koeffizienten unterhalb der Diagonalen
annulliert, d.h. nach £ — 1 Schritten hat das lineare Gleichungssystem die
Form

aixy + aipxe + ... 4+ aiexe + ... +  ainXp = b
X2 + ... + a ¢ Xe + ... + az nXp = b
aexe + ...+ agaXn = by
ar1exe + oo+ aminXa = bea
an,eXe + ... + an,nXn = b,
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Im einzelnen verlauft der /-te Eliminationsschritt wie folgt.

@ Aus den Koeffizienten a g, ..., an¢ wird ein von Null verschiedener
Koeffizient a; s, das sogenannte Pivot-Element, ausgewahlt, und die
{-te mit der i-ten Gleichung vertauscht.

e Fiir j > ¢ wird die j-te Gleichung durch eine Linearkombination der

Jj-ten und f-ten Gleichung ersetzt, um den Term mit der Unbekannten
x¢ zu eliminieren (aj, — 0):

aj k <—ajaj,k+ﬂjag,k, k:€,...,n, bj <—Oéjbj+ﬁjbg

Dabei sind o und §; so gewahlt, dass ajaj, + Sjare =0 (= ajx =0
fir k = ¢, Nullen unterhalb des Pivot-Elements ay ¢)
Eine kanonische Wahl bei den Eliminationsschritten ist oj = 1,

Bj = —aj¢/ace; jedoch kann, um gegebenenfalls Briiche zu vermeiden,
auch eine andere Wahl getroffen werden, z.B. aj = asy, 3; = —aj .
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Ublicherweise werden fiir die Eliminationsschritte die Matrix A und die
rechte Seite b zu einem Tableau A|b zusammengefasst. Die modifizierten
Zeilen werden dann untereinander aufgelistet und die Pivot-Elemente
markiert. Zur besseren Erlauterung kénnen die Faktoren o und 3; in einer
zusatzlichen Spalte notiert werden. Die resultierende Dreiecksform besteht
dann aus den markierten Pivot-Zeilen.

Das Schema kann zur simultanen Behandlung mehrerer rechter Seiten
benutzt werden. Insbesondere kann so mit b = (ey, ..., e,) die Inverse der
Matrix A bestimmt werden.
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Beispiel
]
GauB-Elimination fiir das lineare Gleichungssystem

2% + x3 — xg = -1
3x1 4+ 2xo + x3 = 5
351 + x — 2x3 + x4 = 3
6x1 + 4x — x3 4+ x2 = T

|
Matrix und rechte Seite

S W W o
PR NODN
o
~N W o
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Ablauf des GauB-Algorithmus mit Hilfe des Tableaus A|b (erste vier Zeilen
des folgenden Schemas)

A | b a8
0 2 1 -1[-1]1
2 0 1|5 -1 -2
3 1 -2 1|3 1
6 4 -1 1|7 1
0 2 1 -—1|-1]1
0 —2 0 |-2 0
0 0 -1 -1|-3 1
0 0 -3 —1|-5]1
0 0 ~-1|-3|| -3
0 0 0 4
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Schritt 1:

Wabhl des Pivot-Elements in Spalte 1
—  Zeile 1 der Dreiecksform

Modifikation der (nicht-pivot) Zeilen 1,3,4, z.B.
Zeile 4 <— 1 * Zeile 4 + (—2) * Zeile 2

(Koeffizienten aw = 1, f = —2, notiert im rechten Block des Schemas)
drei modifizierte Zeilen — nachstes Tableau
Schritt 2:

Wahl des Pivot-Elements

—  Zeile 2 der Dreiecksform
Modifikation der (nicht-pivot) Zeilen, z.B.

Zeilel < 1 * Zeile 1 + 2 * Zeile 2

(Koeffizienten notiert im rechten Block des Schemas)
zwei modifizierte Zeilen — nachstes Tableau

Schritt 3:
Pivot-Element —1, nur eine Zeile zu modifizieren, Linearkombination mit
der Pivot-Zeile mit den Koeffizienten 1 und —3
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Die vier Pivot-Zeilen bilden die Matrix und rechte Seite der resultierenden

Dreiecksform Rx = b.

Riickwartseinsetzen beginnend mit dem Tableau R|b (erste vier Zeilen)

3 2 0 1]5
0 -1 -2 0 |-2
0 0 -1 —1|-3
0 0 0 2|4

0 0 0 2=1x
3 2 0 0|3

0 -1 -2 0 |-2
0 0 -1 0 |-1
0 0 0 |1=x
3 2 0 03

0 -1 0 00

0 0 0 |0=x
3 0 0 03

0 0 0[l=x
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Bei jeder der vier Tableau-Modifikationen wird zunichst die jeweils letzte
Zeile durch das Diagonalelement (Pivot-Element bei dem entsprechenden
GauB-Eliminations-Schritt) dividiert (— eingerahmte 1). Die resultierende
Zeile enthilt als letzten Eintrag eine Komponente der Losung und wird
nun von den anderen Zeilen abgezogen, z.B.

(3201]5) — (000[1]2) = (32003).
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Zeilenstufenform

Die Zeilenstufenform oder Echelon-Form D einer m x n-Matrix A ist eine
Verallgemeinerung der Dreiecksform quadratischer Matrizen:

0...0 I *

0 0...0

Fiir die ersten von Null verschiedenen Elemente p; = d; ;. (Pivots) der
Zeilen muss ij11 > ij gelten, d.h. die Anzahl der fiihrenden Nullen nimmt
sukzessive um mindestens 1 zu. Insbesondere bilden die m — r Nullzeilen
(wenn vorhanden, d.h., wenn r < m) den unteren Block der Matrix D. Die
Anzahl r der Pivots ist der Rang von D.

Bei der reduzierten Zeilenstufenform wird zusatzlich verlangt, dass
CI'J'7,'J.:].,dk,,'j:0fUI’k7éj, j:].,...,r,
d.h. auBer der 1 in Position (j, i;) enthalt die Pivot-Spalte i; nur Nullen.
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Analog zur GauB-Elimination fiir quadratische Systeme I&dsst sich ein
lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer m x n-Koeffizientenmatrix
durch Vertauschung von Gleichungen und Addition von
Gleichungsvielfachen auf Zeilenstufenform transformieren:

Ax=b — Dx=c.

Der ¢-te Transformationsschritt verlauft wie folgt:

@ Ein von Null verschiedenes Element der Koeffizientenmatrix mit
Zeilenindex k > ¢ und kleinstem Spaltenindex iy wird als Pivot
gewdhlt und die Gleichung k mit der Gleichung ¢ vertauscht.

o Existiert kein Pivot-Element, so ist die Zeilenstufenform erreicht.

@ Andernfalls werden in den Gleichungen £+ 1, ..., m durch Bilden von
Linearkombinationen mit der ¢-ten Gleichung,

Gleichungj < aj * Gleichung j + B; * Gleichung?, j=/{¢4+1,...,m,

die Terme mit der i-ten Unbekannten annulliert (Koeffizient von x;,
in Gleichung j — 0 firj > ¢ ).
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Bei Transformation auf reduzierte Zeilenstufenform werden die
Linearkombinationen auch fiir j = 1,...,¢ — 1 gebildet, nachdem zuvor die
Gleichung ¢ durch das Pivot-Element dividiert wurde (Koeffizient von x;,

— 1).
Analog zur GauB-Elimination werden die Modifikationen des
Gleichungssystems mit Hilfe eines Tableaus durchgefiihrt,

Alb — D|c,

wobei die sich andernden Koeffizienten und Elemente der rechten Seite

zeilenweise aufgelistet werden.
]
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Beispiel
|
Transformation des Gleichungssystems
x3 +5x4 —3xs +9x7; = —
2x1 +3x —x4 +4x5 +Xx6 —2x7
4-X1 +6X2 +Xx3 +3X4 +5X5 +2X6 +5X7
—2x1 —3x0 +x3 +6x4 —Txs —xg +6x7
x3 +bxs —3xs +9x7; =

I
Ao WN H

auf Zeilenstufenform
I ——.
Modifikation des Tableaus A|b aus Koeffizientenmatrix und rechter Seite
(erste 5 Zeilen des nachfolgenden Schemas) mit GauB-Operationen
(Vertauschung von Zeilen und Addition von Zeilenvielfachen)

2 modifierte Tableaus mit 4 und 3 Zeilen im Schema fiir das betrachtete
Beispiel
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Schritt 1:

Wahl des Pivot-Elements (ungleich Null, kleinster Spaltenindex)

~  fett gedruckte Zeile 2

Ersetzen der Zeilen 1,3,4,5 jeweils durch eine Linearkombination mit der
Pivot-Zeile mit Koeffizienten «, 8 in den entsprechenden 4 Spalten rechts
im Schema, z.B.

Zeile3 < (—2) x Zeile 2+ (1) * Zeile 3

~>  nachster Block (4 Zeilen) des Schemas (Pivot-Zeile 2 wird nicht
nochmals gelisted)

Schritt 2:

Zeile1 ~~  Pivot-Zeile (fett)

Abziehen der Pivot-Zeile von den anderen 3 Zeilen (Koeffizienten

a=-1,=1)
~  letzter Block (3 Zeilen)
Schritt 3:

keine weiteren Additionen von Zeilenvielfachen, da auBer der Pivot-Zeilen
nur Null-Zeilen vorhanden sind
~s  Zeilenstufenform bestehend aus den Pivot- und Nullzeilen
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resultierendes Gleichungssystem

X1
30 -1 4 1 -2 o
0 0 5 30 9 X3
000 0 0 O s
000 0 0 0 0 X5
000 0 0 0 O X6

X7

Koeffizientenmatrix mit Rang gleich 3 (Anzahl der Pivots)
keine Losung, da fiinftes Element der rechten Seite ungleich Null
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Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform

Ein lineares Gleichungssystem Dx = c in Zeilenstufenform,

0...0 k..Lk * 1
. X1 :
00 L . B Cr
0...0 ' cr1 |
Xn .
0 0...0 Cm
mit Pivots p; = lji ist genau dann |6sbar, wenn ¢,41 = --- = ¢, = 0. Die

Losung x kann durch Riickwartseinsetzen bestimmt werden. Sie ist
eindeutig, falls r = n, d.h., wenn r = Rang D maximal ist.

Fiir r < n gibt es n — r linear unabhéngige Losungen uy, des homogenen
linearen Gleichungssystems (¢; = -+ = ¢, =0), d.h. dimKernD =n —r.
Die Unbekannten, die den Spalten ohne Pivots entsprechen, kdnnen frei
gewdahlt werden.
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Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems hat die Form

n—r
X = X« + g Sk Uk
k=1

mit x, einer beliebigen speziellen Lésung von Dx = c.
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Beispiel

Typische Fille von Gleichungssystemen Dx = ¢ in Zeilenstufenform

T (@) () ()

r=2 = Rang D = 2 maximal, eindeutige Lésung
Riickwartseinsetzen ~» x = (—1,2)t

(i) m=3<n=4

1] 2 o 3 o 0

o o1 a2 |=]0

0 0 0 0 > 5
X4

reduzierte Zeilenstufenform (Pivot-Spalten = Einheitsvektoren)
r=2 < m|Pivots|, ¢,11 =5 # 0 (inkompatibel mit der Nullzeile)) =
keine Losung
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(il m=4 < n=5:

1] 1 0 3 0 x 5
0 [2] 3 0 5 2 1_|o
0 0 0[2] 4 XZ |4
0 0 0 0 O . 0

r=3<n , ¢r1=0 = |6sbar

kanonische Losung: nur die Unbekannten xj, xo, x4 zu den Pivot-Spalten
ungleich Null

~  x. = (-1,0,0,2,0)*

RangD=3=n-2 =

zwei linear unabhingige Losungen v, des homogenen Systems

~>  allgemeine Losung:

X =Xe +S1U1 + S, skER
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Bestimmung von uy durch kanonische Wahl der nicht zu den Pivot-Spalten
gehorigen Unbekannten x3 und x5 und Berechnung der restlichen
Unbekannten als Lésungen des homogenen Systems Dx = (0,...,0)%

x3=1,x=0 ~ u =(3/2,-3/2,1,0,0)"
x3=0,xs =1 ~ wp=(-17/2,-5/2,0,-2,1)"
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Eigenwert und Eigenvektor
I ——.
Gilt fiir eine quadratische Matrix

Av=2Av, v#(0,...,0),

so bezeichnet man den Skalar A als Eigenwert von A und den Vektor v als
einen Eigenvektor zu .

Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert bilden zusammen mit dem
Nullvektor einen Unterraum, den so genannten Eigenraum

V) = Kern(A — AE)

von A (E bezeichnet die Einheitsmatrix). Die mogliche Eigenvektoren v zu
A kann man somit als nichttriviale Lésungen des linearen

Gleichungssystems
(A—XE)v=(0,...,0)"

bestimmen.
|
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Beispiel
]
Eigenwerte und -Vektoren der Matrix

1 2 -1
A= 0 2 0
-1 2 1

(i) Eigenwert A = 0:

1 2 -1 1 0 1
0 2 0 0O |=(0]|=0(0
-1 2 1 1 0 1

— v =(1,0,1)" ist ein Eigenvektor zu A
Rang(A—0E)=2 = dimKemn(A—0E)=3-2=1, dh.
—_—
Vi

V) ={sv:seR},

alle Eigenvektoren zu A = 0 sind parallel zu v

LT TS



(i) Eigenwert A\ = 2:

1 2 -1 1 2 1
0 2 0 1 |1=12]=2]1
-1 2 1 1 2 1

—  (1,1,1)" ist ein Eigenvektor zu A

Bestimmung aller Eigenvektoren durch Lésen des linearen
Gleichungssystems (A — 2E)v = (0,0,0)":

-1 2 -1 Vi 0
0 0 O vw |=]20
-1 2 -1 V3 0
s 1 0
= v=| (s+t)/2 | =s| 1/2 | +t| 1/2
t 0 1

u w
mit s,t € R, d.h. der Eigenraum V), ist zweidimensional mit einer
moglichen Basis {u, w}
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Beispiel

Mbgliche Fille des Eigenwertproblems fiir reelle (2 x 2)-Matrizen

@ Zwei reelle Eigenwerte

1 2 —1 ~ . 1
A—(2 1), A——l,vu( ) ) A—s,vn(l)

@ Ein reeller Eigenwert, zwei linear unabhangige Eigenvektoren

(20 B 1\ .,[0 s
A= (20). amann (D)0 (0), wes

@ Ein reeller Eigenwert, ein bis auf Vielfache eindeutiger Eigenvektor

1 -1 1
a=(5 1) r=rvi(y)

@ Zwei konjugiert komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren

1 -1 . 1
A:<1 1 >, )\i:l:tl,V]_72||<:Fi>
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Ahnlichkeitstransformation
|

Bei einer Ahnlichkeitstransformation einer quadratischen Matrix A,
A= B=Q'AQ,

bleiben die Eigenwerte erhalten.

Die Eigenvektoren werden gemaB dem durch die invertierbare Matrix Q
beschriebenen Basiswechsel transformiert, d.h. einem Eigenvektor v von A
zum Eigenwert ) entspricht der Eigenvektor w = @ 1v von B zum
gleichen Eigenwert.

Ebenfalls invariant unter Ahnlichkeitstransformationen sind die
Determinante und die Spur einer Matrix, da sie aus den Eigenwerten
berechnet werden kdnnen:

det A=J] . SpurA=> A..
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Beweis

Av=Xv A w=Q v

Bw = Q 'AQw = Q 'AQQ v
= Q'Av=Q ' \w=)Q v
= \w



Beispiel
|
Ahnlichkeitstransformation A — B = Q" 1AQ mit

=i 7)) e=(ih)

I ——.
(i) Berechnung von B:

smeme = (30) (V)G )
- (o) ()% N

(i) Eigenwerte und -Vektoren von A:
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(iii) Transformation der Eigenvektoren:
~»  Eigenvektoren von B

| W—o—lv—(_llw(_z)_(i)
T e (20)()-(2)

gleiche Eigenwerte A\ =2, A=3

(iv) Invarianz von Determinante und Spur:

detA=4+42=6=-6+12=detB
SpurA=1+4=5=-1+6=SpurB
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Charakteristisches Polynom

Die Eigenwerte einer n x n-Matrix A sind die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

a1 — A ai2 e ai,n
ai a2 — Ao a2.n
pa(A) = det(A — \E) = _
an,1 an? ce. ann— A

Aufgrund der Eigenschaften von Determinanten sind die Eigenwerte
invariant unter Transposition und Ahnlichkeitstransformation der Matrix A.

Fiir jeden Eigenwert X sind Eigenvektoren v nichttriviale Losungen des
homogenen linearen Gleichungssystems

(A—XE)v = (0,...,0)t.
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Um den Eigenraum V), d.h. alle Eigenvektoren zum Eigenwert A, zu
bestimmen, kann man dieses System auf Zeilenstufenform transformieren.

Dann sind
dim V), = n — Rang(A — \E)

N—

Anzahl der Pivots
Komponenten von v frei wahlbar. Bei kleineren Matrizen ist die
Bestimmung der Eigenvektoren nach Vorgabe geeigneter Komponenten
auch unmittelbar durchfiihrbar.
]
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Beweis
(i) Charakteristisches Polynom:
A ist genau dann Eigenwert der n X n-Matrix A, wenn

Av=2Av, v#(0,...,0)".

<= d eine nicht-triviale Losung v des homogenen linearen
Gleichungssystem (A — AE)v = (0,...,0)*
<= (A—XE)istsingulir <= det(A—\XE)=0
(ii) Transposition und Ahnlichkeitstransformation:
o detB=detB* —

det(At — A\E) = det(At — A\E)* = det(A — \E)
o det @ ! =1/det@, det(CD) = (det C)(det D) =
det(Q 1AQ — AE) = det(Q YA - AE)Q)
= det Q! det(A — \E) det Q = det(A — \E)
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Beispiel
]
Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

0 -2 -1
A=12 2 1
0 2 2

I ——.
(i) Charakteristisches Polynom pa(\):

-\ -2 -1
2 2-) 1 = A2-)N2—4+20+4(2-))
0 2 2_ )\ Sarrus

= A 4a2-6)\+4

Nullstellen  ~»  Eigenwerte
Raten (Teiler des Absolutgliedes) ~» A3 =2
Abdividieren des Linearfaktors A — 2,
(=23 44X —6)M+4)/(A—2) = —A2+2)\ -2,
und Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ~»  Ap3 =1+
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(ii) Eigenvektoren:

o Ein Eigenvektor v zum Eigenwert 2 I6st das homogene System

-2 -2 -1 Vi 0
A—-2E)v = 2 0 1 Vo = 0
(

0 2 0 V3 0

RangA>1und <3 = RangA=2 = eine
Komponente von v beliebig wahlbar
Vi=S§ - vz = —2s, vp» =0, d.h.
Gleichung 2,3
v |l (1,0,-2)Y Vo ={(s50,-2s)": s € R}

Ebenfalls moglich (notwendig in komplizierteren Féllen):
Transformation von A — AE auf Zeilenstufenform

-2 -2 -1 -2 -2 -1 -2 =2
2 0 1 — 0 -2 0 — 0 -2
0 2 0 0 2 0 0 O

-1
0
0
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o Ein Eigenvektor w zum Eigenwert 1 4 i 16st

“1-i -2 -1 0
(A= (L+0)E)wy = 2 1-i 1 |=1]o0
0 2 1-i 0

dim V1+i =1 ~ wahle (ZB) w3 =S

Gleichung3 = wr=s(—-1+1)/2

Gleichung2 = wj=(—(1—-i)wo—w3)=s(-1-1)/2
konsistent (notwendigerweise!) mit Gleichung 1

~

—1—i =1+ \* —1—i =1+ \*
W”( 2 727]-)7 Vl—i—i—{s( > s > ,].) :SER}

® Areell =  Eigenvektoren zu A = 1 £ i komplex konjugiert, d.h.
die zu 1 — i gehorigen Eigenvektoren sind

A R R A
wi (5 )
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Algebraische und geometrische Vielfachheit
I ——.
Die Vielfachheit eines Eigenwerts A einer n x n-Matrix A als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms

pa(A) = det(A — \E)

wird als algebraische Vielfachheit my bezeichnet, die Dimension d) des
Eigenraums V), als geometrische Vielfachheit.
Es gilt

dy < my, Zm,\zn
)

sowie
dy = n—Rang(A— \E).

L 575 /4T



Beispiel
]
Eigenvektorstruktur der Matrizen

400 4 0 0 4 4 0
A=lo040], B=lo0o 5 1|, c=(3 4 6
00 4 0 -1 3 0 -2 4

mit identischen charakteristischen Polynomen
I ——.
(i) Charakteristisches Polynom:

p(A) = det(Matrix — A Einheitsmatrix)
= (4-))°
= (4
= A=NB-N)B-N)+4-X

= (4 =N3> +12(4—)\) —12(4 - ))

—  algebraische Vielfachheit m4 = 3 fiir alle Matrizen
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(ii) Eigenraume:
° A:
A—4E = Rang(A—4E)=0,dmV; =3-0=3

9

o O O
o O O

0
0
0

= V4 = R3, jeder Vektor ungleich (0,0,0)" ist Eigenvektor

e B:
0 0 O
B-4E=[0 1 1 , Rang(B—4E)=1,dimV,; =2
0 -1 -1

Eigenvektoren 1 (0,1,1),
mogliche Basis fiir V4: {(1,0,0)(0,1,-1)}

L S



o O

0 4
C—4E=1]13 0 , Rang(C—4E)=2,dmV, =1
0

|
N
o

Eigenvektoren || (2,0, —1)%, Va = {(2s5,0,—s)': s € R}
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Summe und Produkt von Eigenwerten

Fiir die Eigenwerte \x einer n x n-Matrix A gilt

zn:)\k = Spur A, ﬁ A =detA,
k=1 k=1

wobei mehrfache Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit
gezahlt werden.

Diese Identitaten kdnnen unter anderem zur Kontrolle bei
Eigenwertberechnungen verwendet werden.
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Beweis
Die Eigenwerte )y sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

pa(A) = det(A — \E) = det(a; — Aep,...,a, — Aep),

wobei a, die Spalten von A und e, die Einheitsvektoren bezeichnen.
Multilinearitat der Determinante ~»  Summe von 2" Determinanten,
die man nach Potenzen von A zusammenfassen kann:

pa(A) = (=)A)"det(er, ..., ) + (=N)""tc+ -+ (=A\)det(ay, . .., an)
mit

¢ =det(a1, e2,...,ep) +det(er,a,...,e,) + - +det(er, e,...,an)

a1 =Y p_qak1ex und det(ej, ..., €j,...,e,) =0 (Antisymmetrie der
Determinante)
= det(a, e,...,ey) = ardet(er, ..., en)
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gleiches Argument fiir die anderen Summanden in der Darstellung von c,
det(er,...,en) =1 ~

pa(A) = (=A)" + (ar1 + -+ +ann) (“A)"1 4+ -+ + det(ay,. .., a5)

~

Spur A

Vergleich mit der Faktorisierung von pa in Linearfaktoren,

palN) = TTOw =) = (=N + ()0 + -+ [ M
k=1 k P

=—>  behauptete Identitdten
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Beispiel
]
Summe und Produkt der Eigenwerte einer 2 x 2-Matrix

(22)

a-—X\ b N2
-\ d’—)\ —(a+ d)A+ (ad — bc)

charakteristisches Polynom

pa(A) =

mit den Nullstellen

(a+d)++/(a+d)2—4(ad — bc)
A2 = >
Summe der Eigenwerte

(a+d)+(a+d)
2
Produkt der Eigenwerte (via dritter Binomischer Formel)

2 2 _
/\1A2=(a+d) (a+Zl) + 4(ad bc):ad—bc:detA

L IS
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Basis aus Eigenvektoren
]
Existiert zu einer n x n-Matrix A eine Basis B = {v1,...,v,} aus
Eigenvektoren, so hat die lineare Abbildung L : x — Ax bzgl. dieser Basis
Diagonalform,

VTIAV =diag(A1, ..., \), V= (v1,...,v),
mit A\x dem Eigenwert zu vi. Mit anderen Worten: Sind yj die Koordinaten

eines Vektors x beziiglich B, so sind Aty die Koordinaten von L(x),

n

X = Zykvk = L(x)= Z()\kyk)vk .
k=1

k=1
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Beweis
(i) Diagonalisierung:

Zusammenfassen von Av, = A\cvk, k = 1,..., n als Spalten einer Matrix

lard

AV = A(Vl, ey V,,) — (Vl)\l, ey V,,)\,,) — VD, D = diag()\l, Ce

d.h, VAV =D
(ii) Basiswechsel:
x=3qwyk=Vy, Lx)=Ax=> wh=Vy =

j=V1Ax = V1AV,

d.h. D = V7LAV ist die Matrixdarstellung von L bzgl. der Basis
B={vi,...,vn}

’An)a
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Beispiel
]
Diagonalisierung der Matrix

(i) Eigenwerte:
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

4- )
PN =", _56_A ‘:(4—>\)(—5—)\)+18:)\2+>\—2

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

s —1/24/1/4+2=—1/2+3/2

~>  Eigenwerte Ay =1, \_ = -2
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(i) Eigenvektoren:
Losungen des linearen Gleichungssystems (A — AE)v = (0,0)*

O)\+:1

(5 )= () = wi( )

o \_=-2

(5 )= (o) = ()

(iii) Ahnlichkeitstransformation:
Transformmationsmatrix mit Eigenvektoren als Spalten

V= (vi,v.) = < 2 _11>

Cramersche Regel ~»  Inverse

Vil _ 1 V2’2 —V172 _ 11
det V —V21 Vi1 det V=1 1 2

— VAV =D, VDV~ mit D = diag(1, —2)
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Probe Ausmultiplizieren der Matrizen

oovea — (PI)(4 S)(2 )
(A 2)-6%)

L TS



Diagonalisierung zyklischer Matrizen
I ——.
Eine zyklische n x n-Matrix A kann mit Hilfe der Fourier-Matrix

W = (W) k=0, .n-1, w=exp(2mi/n),

diagonalisiert werden:

. zo a,;_1 zl A - 0
— 1 o - a2
0 - A\,
dn—-1 dan-2 - a0
d.h. die Spalten von W, (1,wk, w2k ... w1kt k=0,...,n—1, sind
die Eigenvektoren von A. Die Eigenwerte Ap, ..., A,_1 lassen sich auch

unmittelbar aus dem erzeugenden Vektor der zyklischen Matrix berechnen:
Ao ao n—1

=W : — )\g:Zakw_kl,Kzo,...,n—l.
k=0

An—1 dpn—1
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Beweis
A: (aj—k mod n)j,k:O,...,n—l

j-te Komponente des Vektors Avy, vy = (w%, ... w(n= D)t
n—1 J
k—j)e, jt it —K'0
> 3 kmod W W o W > A modnW
k=0 - K'=j—n+1

Indizes modulo n

~  ke{j—-n+1,...,-1} =K e{j+1,...,n—1}
- Zk’ - = MXp, d.h Avp = Ay
schreibe die Identitat fiir vy, £ =0,...,n— 1, in Matrixform
M - 0
A(V(),...,V,-,_l):(V(),...,Vn_l)D7 D = ..
| ——
W 0 - A\,

W /y/n unitdr und W = W' = (W//n)~t = W*/\/n bzw.

W=t =W/n

~ (W /n)AW = D, d.h. die behauptete Diagonalisierung
] 289/ 415



Beispiel
I ——.

Diagonalform der zyklischen Matrix

21 01
1 210
A= 01 21
1 01 2
]
1 1 1 1
Fourier-Matrix: W = (¥/); _|
' - j,k=0,1,2,3 — 1 -1 1 -1
1 —i =1 i
Ao 1 1 1 1 2 4
Coemwerte: | M | | 1 1 1 1| |2
'genwerte: VAR Il I T T | o || o
A3 1 i -1 —i 1 2
w

~>  Diagonalisierung: %WAW = diag(4,2,0,2)
] 200/ 415



Areell ~» reelle Basis fiir den Eigenraum zum Eigenwert 2 durch
Linearkombinationen der komplexen Eigenvektoren

1 1

i —i
-1 |’ -1
—i [

(zweite und vierte Spalte von W)

~>  reelle Eigenvektoren

1 1 2 1 1 0
i —i B 0 i —i _ -2
ECN I R Bl U RN ST L DR B
—i i 0 —i i 2

L LTS



Unitdre Diagonalisierung
I ——.
Eine n x n-Matrix A ist normal, wenn sie mit ihrer Adjungierten A* = At
(A* = At fiir reelle Matrizen) kommutiert:

A*A = AA*.

Normalitdt von A ist dquivalent zu unitadrer Diagonalisierbarkeit, d.h. es
existiert eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren uy, ..., u, und

U*AU = diag( M, ..., An), U= (u1,...,up), U =U1,

mit Ay den Eigenwerten von A.
]
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Beweis
(i) Orthogonale Diagonalisierbarkeit

& Normalitat:

Ut = U, U'AU= Dbzw.UDU™! = UDU*

U unitar

mit D = diag(A1,..., \n) =

AA* =
(BC)*=C*B*
U*U=E
U*U=E

DD* = D*D wegen A\ = A\

(UDU*)(UDU*)*
UD(U* QU/ )D* U*
U(D*D)U*
(UD*U*)(UDU)
A*A
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(i) Normalitit ==  orthogonale Diagonalisierbarkeit:
konstruiere zunachst eine orthogonale Matrix V mit

t
VFAV = (3 % ) Bnormal, 0 = (0,...,0) ¢ R™!

Ansatz: V = (v|V), wobei die Spalten von V einen normierten
Eigenvektor v zum Eigenwert X\ zu einer Orthonormalbasis ergdnzen

- V*AVz(ﬂ)(AvAV)z(%‘%):D

noch zu zeigen: BB* = B*B A ¢ = (0,...,0)"
Ahnlichkeitstransformationen erhalten Normalitit ~» DD* = D*D,

AP+ el [ c*B* [ AP ] A
Bc | BB* ) \ X |BB

Vergleich der Diagonalblocke = =  gewiinschte Eigenschaften
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nehme induktiv an, dass B mit einer unitaren Matrix W diagonalisierbar

ist, d.h. )
W*BW =D

1|0
ey (W) ’
diagonalisiert, denn

Al | o
U*AU = (_W*

— A wird durch
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Beispiel
]
Diagonalisierung der normalen Matrix

A (142 1-2i
S\ 1-2i 142
L]
(i) Uberpriifung der Normalitit:

oA — (172 1420 (1420 1-2i\_ (10 —6
— (142 1-2i J\1-2 1421 )"\ -6 10

. 142 1-—2i 1-2i 1+2i\ .
AAY = (1—2i 1—|—2i>(1+2i 1_2i)_gle|chesResuItat v

(i) Eigenwerte- und Vektoren:
beide Zeilensummen von A gleich 2 —
2 ist Eigenwert mit Eigenvektor (1,1)*
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Orthogonalitdt der Eigenvektoren ——
(—1,1)" ist ein zweiter Eigenvektor

1420 1-2i “1\ _,i( -1
1-2i 1+42i 1 )= " U

=—>  4i ist der zugehorige Eigenwert
(iii) Diagonalisierung:
Normierung der Eigenvektoren ~»  Transformationsmatrix

=57

und U*AU = D, D = diag(2, 4i)
Uberpriifung durch Ausmultiplizieren

| 1 1 14+2i 1-2i) 1 /(1 -1
vav = (—1 1>(1—2i 1+2i><1 1>
4
0

(L) (2 )

S-S

8i

0>:D v
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Diagonalform hermitescher Matrizen
I ——.
Die Eigenwerte A einer hermiteschen n x n-Matrix A (A = A* = At bzw.
A = A fiir reelle Matrizen) sind reell, und es existiert eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wy. Folglich ist

U*AU = diag(A1, ..., \n), U =UT1,

mit der unitdren Matrix U = (u1, ..., u,) und Ak den Eigenwerten von A.
|
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Beweis
hermitesch = normal = A ist unitar diagonalisierbar:

U*AU =D, U*= U7 D=diag(\i,...,\n)

zu zeigen: A € R fiir alle Eigenwerte \
Av=)\ =

Aviv o =

F(Av) = vi(Av) = (ATv)'v = (Av)Tv = (Av)v

viv

> <

Division durch [v[? =v*v = A=) dh AER
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Beispiel
I ——.
Diagonalisierung der hermiteschen Matrix

detA=0 =  dEigenwert A=0
zugehdriger Eigenvektor
1
=)

SpurA=3=X+p ~» zweiter Eigenwert p =3
zugehoriger Eigenvektor w L v, d.h.

(%)
(W'v =W = (1 —i,~1)(1,1— i)t = 0)
DEEEE—— G



Normierung

>

Diagonalisierung

unitare Matrix

U=

A

50k

:U<

Uberpriifung durch Ausmultiplizieren

(

2
—1+i

—1—i
1

)

A

1

3

(

=

1
1—i

1

1+i
-1

0 0 X
0 5)

)53

1+
-1

14
-1

)(

)

0
1—i

)5

0
-1

) v

14
-1
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Rayleigh-Quotient
I ——.
Fiir eine hermitesche positiv definite Matrix S (§* = S, x*Sx > 0 fiir

x #(0,...,0)") sind die Extremwerte des sogenannten
Rayleigh-Quotienten

x*Sx

xX*x

, x#(0,...,0)",

rs(x) =

der kleinste und groBte Eigenwert von S.
Insbesondere gilt fiir die der euklidischen Norm zugeordneten Matrix-Norm

IIS]l2 = max rs(x) = Amaxs ||5_1H2 =1/ mXin rs(x) =1/ Amin -

L T



Beweis
Transformation auf Diagonalform mit unitarer Matrix U = (uy,- - , u,)
aus Eigenvektoren  ~~

U*SU =D, D =diag(A1,...,\n), Stk =Acux mitAc €R

S positiv definit =

uiSu, Uiy
M= K= ="KZ >0
u, Uk u, ug

und o.BdA. A1 > - > )\,

Substitution von § = UDU* und x = Uy ~»

x*Sx _ (Uy)* UDU* Uy _ >k Aklyrl?
X*x y*(UU)y  vru=e 3 lyil?

rs(x) =
A >0 =
Amin < rS(X) < Amax

mit Gleichheit fiir y = e, und y = ¢;
] 303 /415



Beispiel
]
Rayleigh-Quotient der Matrix

- (23)

I ——.
Invarianz des Rayleigh-Quotienten rs(x) unter Skalierung (x — Ax)
~ 0.B.d.A. x = (cos t,sin t)*
X'x=xPf=1 =
x*Sx

r(x) = = 3cos®t +4costsint + 3sin® t = 3 + 2sin(2t)
X*X

0=4cos(2t) => te{tn/d+kn/2: kel}

kleinster und groBter Eigenwert
7r

Ay = maxrs(x) = 3+2sin(g) =5, A = minrs(x) = 3 + 2sin( 2) =1
X X

L LTS



Kontrolle mit Hilfe der Identitdten fiir Determinante und Spur

9—4=detA= A\ =51,
343=SpurA=X, +A_=5+1
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Dreiecksform
]
Jede n x n-Matrix A lasst sich durch eine unitare
Ahnlichkeitstransformation U auf obere Dreiecksform bringen:

Al np - i

R=| O | cvau, v=0t=ut
: R n—1,n
0 -~ 0 A,

Die Diagonale von R enthilt die Eigenwerte A, von A und die Spalten von
U bilden eine orthonormale Basis.
. __________________________________________________________________________________________________________________|
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Beweis
Induktion iiber die Dimension n:

e n=1:1x1-Matrix V
oen—1—n

Eine n x n-Matrix A hat (mindestens) einen Eigenvektor v.
Normierung und orthogonale Erganzung ~»  orthonormale Basis

{vowg, .o wa1}
Ahnlichkeitstransformation mit V = (v, wy, ..., wy_1) ~
v*
- wy
A = V*AV = , (Av|Aw, ... Aw, 1 )
Wo_1

- A x*
— 0 B )
da wiv =0 und mit X, = Awy, 0= (0,...,0)"

L T



Induktionsvoraussetzung ——
3 unitdre Ahnlichkeitstransformation auf Dreiecksform fiir die
n—1x n— 1-Matrix B:

U*BU = R,_1
Mit
_ 1 Q* _ t * _ Nt
folgt
. (10 . 1 0
vav = (58 v (2 9)
(1 0 A x* 1 0
— \o U 0 B 0o U
(1 0 A x*0
—\o O 0 BU
- A x*U (X xU R
B 0 UB -\ 0 Rn1 )
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Beispiel
|
Unitire Ahnlichkeitstransformation der Matrix

-1 —4
(1)
auf Dreiecksform

. __________________________________________________________________________________________________________________|
charakteristisches Polynom

O R B R O R R e

doppelte Nullstelle A=1 = X\ =1 ist einziger Eigenwert
Eigenvektor

(&)= )(2) = (%)
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Normierung und Erginzung zu einer orthonormalen Basis {v,w} ~~
unitdre Transformationsmatrix

-5 (4 1)

U* = U* fiir die reelle Matrix U~  Dreiecksform
1 2 -1 -1 —4 1 2 1
t _ il
v = (1) (75 )wh)

SN )
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Jordan-Form
|
Jede n x n-Matrix A lisst sich durch eine Ahnlichkeitstransformation auf
die Blockdiagonalform

h 0
J= — Q'AQ
0 Ji
bringen. Der /-te Jordanblock ist eine ny x ny-Matrix der Form
Ao 1 0
... 0 A 1
Je=<J""."Z _ ): ,
S Ao 1
0 by,

mit einem Eigenwert A\, von A und der j;-ten Spalte von @ einem
zugehorigen Eigenvektor.

Bis auf Permutationen der Blocke ist die Jordan-Form eindeutig.
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Ist die Matrix A diagonalisierbar, d.h. existiert eine Basis aus
Eigenvektoren, so treten keine Einsen auf der Nebendiagonale auf. Alle
Jordanblécke sind in diesem Fall 1 x 1-Matrizen, J; = Ay.

Nicht-triviale Jordanblocke zu einem Eigenwert )\, existieren genau dann
wenn die algebraische Vielfachheit von A, groBer als die geometrische
Vielfachheit ist. Die Anzahl dieser Jordanbldcke entspricht der Dimension
des Eigenraums V), d.h. der Anzahl der linear unabhangigen
Eigenvektoren zu Ay.

. __________________________________________________________________________________________________________________|
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Beispiel
]
verschiedene Jordan-Formen J = Q@ 1AQ fiir eine 2 x 2-Matrix A
]
(i) Zwei einfache Eigenwerte A und o:

A0
J:(O Q):o4mz Q = (v.w)

mit v und w Eigenvektoren zu A und o
(ii) Doppelter Eigenwert A mit zwei linear unabhingigen Eigenvektoren v

und w:
A0
=5 %)=~
denn mit Q = (v, w) ist

A=QJQ ' =QNE)Q™ ' =)\E,

jeder Vektor ist Eigenvektor zu A

o IS



(iii) Doppelter Eigenwert A mit nur einem, bis auf Vielfache eindeutig
bestimmten Eigenvektor v:

J_Q_IAQ_(S i\)a Q:(V,W),

mit einem Hauptvektor w

Rang(A—XE)=1 =

Ein Eigenvektor v ist mit einer nicht-trivialen Gleichung des homogenen
Systems (A — AE)v = 0 bestimmbar, die andere Gleichung ist redundant.

Bestimmung von w aus der zweiten Spalte der Identitit
QI=AQ <= (Av,v+w)=(Av,Aw),

dh.v=(A=AE)w
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Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Jordan-Form der Matrix

charakteristisches Polynom

—4-)\ 4
pa=| T 0 ] = (—4-\)(8=\)+36 = \2—4\+4 = (A—2)?

A-XE

doppelte Nullstelle ~ Eigenwert A = 2 mit algebraischer Vielfachheit 2
lineares Gleichungssystem fiir einen Eigenvektor v

a-2ev=( g ¢)(n)=(0)
- v =(2,3)
_ _—



kein zweiter linear unabhéngiger Eigenvektor (geometrische Vielfachheit
von A gleich 1)  ~~»  Jordanform

2 1 _
J= < 0 2 > =Q 1AQy Q::(V7W)

Bestimmung eines Hauptvektors w aus der zweiten Spalte der Identitat

QJI=AQ <= (2v,v+2w)=(Av,Aw)

OREEIE)

v A—2E

d.h.

~  w=(1,2)t
Probe
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Beispiel
I ——.

verschiedene Jordan-Formen
J= Q_IAQ, Q= (u,v,w)

fur eine 3 x 3-Matrix A

(i) Paarweise verschiedene Eigenwerte A, g, 0:

A0 0
J=| 0 o0 0
0 0 o
(ii) Doppelter Eigenwert A:
A 0O A 10
0 X 0|, 0 X0
0 0 o 0 0 o

L T



Zweiter Fall:
Rang(A— \E) =2

Bestimmung von Eigenvektoren v und w und einem Hauptvektor v durch
Losen der Gleichungssysteme

(A—AE)u=0, u=(A-XE)v, (A—pE)w=0, 0=(0,0,0)"

(iii) Dreifacher Eigenwert \:

A0 0 A 10 A1 0
0 X0 |, 0 X0 |, 0 A 1
0 0 )\ 00 )\ 00 A

Zweiter Fall:
Rang(A—\E) =1

Bestimmung eines Hauptvektors v durch Lésen von

(A—XE)’v=0, (A—XE)v#0
e 318415



zugehoriger Eigenvektor: u = (A — AE)v
Ein weiterer linear unabhingiger Eigenvektor w erfiillt

(A—XE)w=0, wlu

Dritter Fall:
Rang(A— \E) =2

Bestimmung eines Eigenvektors u und von zwei Hauptvektoren v und w
durch Losen von

(A—XE)u=0, u=(A—XE)v, v=(A—-AE)w

L T



Beispiel
I ——.

Jordan-Form der Matrix

(i) Eigenwerte:
Entwickeln von det(A — AE) nach der ersten Zeile =~
charakteristisches Polynom

pa(A) = (m1=AP+4(4—-3(-1-N)=-A3-3X24+09)\+27
= (A+3)3%(B-))

Nullstellen: Ay = —3 (doppelt), A2 = 3 (einfach)

2 0

Rang(A— ME)=Rang | 2 2

3 2
= bis auf Vielfache nur ein Eigenvektor u zu A = -3

] 320/415
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— ein nicht-trivialer Jordanblock, d.h.

-3 1 0
J= 0 -3 0 |=Q1'AQ, Q=(u,v,w)
0 0 3
mit u und w Eigenvektoren zu —3 und 3
(i) Eigenvektoren und Hauptvektor:
o )\1 = —3:
0 2 0 4 uy
0 | =(A=(-3)E)u=1| 2 2 0 up
0 3 2 2 us3

—>  u=(—2,2,1)" ist ein Eigenvektor

o )\2 =3
analog (0,0,0)*=(A—3E)w ~ w=(2,1,2)¢
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Bestimmung eines Hauptvektors v aus der zweiten Spalte der Identitat

QJ=AQ < (-3u,u—3v,3w)=(Au,Av,Aw)

d.h.
-2 2 0 4 %] -3
2 =u=Av+3v = 2 20 %) — v =
1 3 2 2 V3 1
~~»  Transformationsmatrix
-2 -3 2
Q=(y,v,w)=| 2 4 1
1 1 2
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Beispiel
]
14 mogliche Belegunsstrukturen fiir Jordan-Normalformen von

4 x 4-Matrizen
]
(i) Vier verschiedene Eigenwerte A1, A2, A3, Aa:

A1 0 0 0
0 X 0 O
0 0 X3 O
0 0 0 X

(i) Ein zweifacher Eigenwert \; und zwei einfache Eigenwerte Ay, As:

A 0 0 0 A1 0 O
0 X O O 0 A O O
0 0 X 0 |’ 0 0 X O
0 0 0 A 0 0 0 A

L RIS



(iii) Zwei zweifache Eigenwerte A1, \o:

0 A1 0 0 A1 0 0
0 0 X O O 0 A 0 O
0o |’ 0 0 X 0 |’ 0 0 X 1
A2 0 0 0 X 0 0 0 X\

(iv) Ein dreifacher Eigenwert A1 und ein einfacher Eigenwert \:

0 A1 0 0 A1 0 0
0 0 M 0 O 0 M 1 O
0o |’ 0 0 X 0 |’ 0 0 X O
A2 0 0 0 X 0 0 0 X\

(v) Ein vierfacher Eigenwert A;:

0 A1 0 0 A1 0 0
0 0 M 0 O 0 M 1 O
0o |’ 0 0 X 0 |’ 0 0 X O
A1 0 0 0 M\ 0 0 0 M\
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Dominanz des gréBten Eigenwerts
]
Besitzt A einen betragsmiaBig groBten Eigenwert A und ist die Dimension
des Eigenraums V), maximal, d.h. gleich der algebraischen Vielfachheit von
A, so gilt fiir einen Vektor x mit einer nicht-trivialen Komponente v € V)

A" = A"(v 4 0(1)), n— oo

bzw. nach Normierung

. Alx v
im — = ——
n—oo [[Anx|| [lv]|’

d.h. die normierten Potenzen streben gegen einen normierten Eigenvektor.

Insbesondere gelten beide Identitdten fiir Matrizen mit einem
betragsmaBig groBten einfachen Eigenwert.
]
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Beispiel

Jahrliche Veranderung der Marktanteile x, konkurrierender Firmen

In dem illustrierten Fall gewinnt die @

Firma A jahrlich 80% der Marktan- Y TN\
teile der Firma D, und die Firma C 403080 @
vergroBert ihre Marktanteile um 90%, 20\ /20

verliert jedoch gleichzeitig Marktan-
teile an die Firmen A und D.

60
—_—

Verdanderung der Marktanteile

Aneu

0.7A+0.4C+0.8D
0.5B +0.2A
0.9C +0.2B
0.1D+0.6C +0.2E
0.8E +0.1A+0.3B

L R



Beschreibung durch eine Matrixmultiplikation

07 0 04 08 0
02 05 0 0 0

Xew=| 0 02 09 0 0 |xpx x=(AB,C DE)
0 0 06 01 02
01 03 0 0 0.8

P

Multiplikation mit der n-ten Potenz von P
~~  Marktanteile nach n Jahren
Die normierten Vektoren

X =x/lIxl, lIxlle =) xd

k

konvergieren gegen einen Eigenvektor zum betragsmaBig groBten
Eigenwert:
Amax = 1.1, Vmax = (3,1,1,1,2)"/8

~+  prozentuale Anteile A: 37.5%, B,C,D: 12.5%, E : 25%
D 328 /415



Beispiel

Rekursion der Fibonacci-Zahlen
a=0,a=1 a1 =ap+ap-1,n>0

~>  Folge
0,1,1,2 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Matrixform der Rekursion:
Xn4+1 = AXp,  Xp = (an—17 an)t7 A= ( 11 )

Eigenwerte und Eigenvektoren von A:

(L)

At = AL

N =

] 320/415



Darstellung des Startvektors als Linearkombination von v, und v_,

(2)-() &

~>  asymptotisches Verhalten

< an-1 ) A < a0 ) S G
e = Vo — V_
an ap V5 * NG

d.h.

dn =

AL AT-1 1 <1 V5

Ay — A= =
N 2t

NG 7 ) (1= (A-/A1)")

o(1)
andere Startwerte a3 =1 und ap =3 ~»  Lucas-Zahlen:
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, . ..

gleiches Wachstumsverhalten: a,11/a, — (14 v/5)/2
] 330/ 415



Konvergenz von Matrix-Potenzen
]
Die Potenzen A", n=0,1,..., einer Matrix konvergieren genau dann
gegen die Nullmatrix, wenn der Betrag aller Eigenwerte \ kleiner als 1 ist.
Die Folge (A™) bleibt beschrankt, wenn |A| < 1 fiir alle Eigenwerte und fiir
Eigenwerte mit Betrag 1 die algebraische gleich der geometrischen
Vielfachheit ist, d.h. eine Basis aus Eigenvektoren fiir den Eigenraum V),
existiert.

Andernfalls divergiert die Folge, insbesondere dann, wenn ein Eigenwert
mit Betrag groBer als 1 existiert.
]
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Beweis
Darstellung der Potenzen mit der Jordan-Form J = Q7 1AQ ~

A" = (QJIQH(QIR™Y) - (QUR™) = Qe

—>  Es ist ausreichend die Konvergenz der Potenzen der
Blockdiagonalmatrix J zu zeigen.
betrachte dazu die Blocke

Jo=(ME)+ D

mit Ay einem Eigenwert von A und D einer Matrix mit einer
Nebendiagonale aus Einsen oder (fiir einen diagonalen Jordanblock) der
Nullmatrix

D™ = 0 fiir einen Block der Dimension m —

(Jk)" = A\PE + ('{) AID A+ -+ (m'l 1> Ap-mttpm=1

Definition des Binomialkoeffizienten, (j) = % =

Konvergenzeigenschaften

I RIS



Al < 1o limpssae (7)™ < K] Timp oo 0 Ak]" = 0
= (Jk)" — Nullmatrix

|[Ak| =1:  (Jk)" nur beschrankt, wenn D die Nullmatrix ist
|Ak| > 1. Divergenz, da A\] — oo

] 333 /415



Beispiel
|
Potenzen der 3 x 3-Matrizen

A: ’B:

O ON=
O NI =
N= = O
O ON-
O NI =

o

(@

Il
o O
[ RN
NI O O

(i) A" — Nullmatrix, da der Betrag aller Eigenwerte (1/2 mit Vielfachheit
3) kleiner als 1 ist

111 2= poit-n Mnlo2en
A=(0 1 1],...,A = 0o 27 n2t=n
00 1 0 0 27"
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(i) ||B"|| < const, da der Betrag aller Eigenwerte kleiner oder gleich 1 ist,
und der Eigenwert 1 einfach ist

i 1o 27" m27" 0
B2=(0 % 0],....B"= 0 2" 0
001 o 0 1

(iii) C" divergiert, da ein Eigenwert mit Betrag 1 und einem
nicht-diagonalen Jordanblock existiert

120 1 n O
c’=|010},....,c"={01 o0
00 % 00 2"
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Ausgleichsgerade

Eine Gerade g : p(t) = u + vt,

die Daten (tx,fx), k = 1,...,n, f

bestmdglichst approximiert (p(tx) =~ A

fi), kann durch Minimierung der Feh- b

lerquadratsumme p(tk) p

n

Z(P(tk) — fi)?
k=1 tr

ermittelt werden.
Der Achsenabschnitt v und die Steigung v berechnen sich gemaB

() - () tfi) (i) = () (X fi)
n(3 1) — (1) ’ n(C) - (Cn)?

wobei (sinnvollerweise) angenommen wird, dass mindestens zwei Abszissen
t, verschieden sind.

] 336 /415



Beweis

(u,v) minimal =

Ableitungen der Fehlerquadratsumme >°, (u + vty — f¢)? nach u und v
Null:

0 = ZZ(U—l-Vtk—fk)
k

0 = 2) ti(u+ vt — f)
k

bzw. in Matrixform

(2 E8)(0)- ()

A
mindestens zwei t, verschieden, Cauchy-Schwarz-Ungleichung —

2
det A=|(1,..., D)% |(tr,..., tn)]3 — <Zl-tk) >0,
Y k

=n

da (1,...,1) und (t1,..., t,) nicht parallel sind
Cramersche Regel ~»  angegebene Formeln fiir v und v

S IS



Beispiel

Bestimmung der Ausgleichsgerade g : t — p(t) = u + tv zu den Daten

tk‘—l
fk‘—3

0
1

BN

Ztk:]-akazzazt/%:E);Ztkfk:ll

Einsetzen in die Formeln fur v und v ~

) - () uh) _ 5-2-1-11 1

= (> 12) — (3 te)?2 T 3.5-12 14
Lo X tf) - (Cu)of) o 3-11-1-2 31
B (> ) — (0t T o351 W
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Normalengleichungen

Eine Ndherungslosung fiir ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem
Ax — b kann man durch Minimierung der Norm des Residuums r = Ax — b

erhalten: m | n 2
|Ax — b|*> = Z Zaj,kxk — bj| — min ..
j=1 k=1
Man bestimmt eine beste Approximation 22:1 Xkdk zu b in dem von den
Spalten ay,...,a, von A aufgespannten Unterraum V = Bild A. Fiir eine

reelle m x n-Matrix A erfiillt jede Lésung x dieses sogenannten
Ausgleichsproblems die Normalengleichungen

AtAx = A'b.
Dies bedeutet, dass das Residuum Ax
r (Fehler der Approximation) or-
thogonal zu dem von den Vekto- 14 e b
ren ai,...,a, aufgespannten Un- x
terraum ist:
(@) b

ajr=0,Vk < Ax—b 1L V.
] 339415



Die Matrix A'A ist quadratisch und hat Dimension n. Sie ist genau dann
invertierbar, wenn Rang A = n, d.h. wenn die Spalten a, von A linear
unabhangig sind. In diesem Fall besitzt das Ausgleichsproblem eine
eindeutige Losung.

Die Normalengleichungen sind auch im singuldren Fall I6sbar. Das
Residuum r ist auch dann eindeutig, die Losung x jedoch nicht.

Alle Aussagen gelten, allgemeiner, ebenfalls fiir komplexe Matrizen; A® ist
dabei durch die adjungierte Matrix A* = A' zu ersetzen.
]
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Beweis
Minimalitdit von x <= Vte R,y e R"

|A(x + ty) — b|> > |Ax — b]?, VteR,VycR"
Einsetzen der Definition der Norm,

|A(x + ty) — b]> = ((Ax — b)" + t(Ay)")(Ax — b+ tAy)
|Ax — b> = (Ax — b)'(Ax —b),

und Vereinfachung mit r = Ax—b  ~
p = trtAy + tytAtr +t2ytAtAy > 0
N————
2tytAtr

(r'Ay = y*A'r)

p: nicht-negative Parabel in t

p > 0 genau dann, wenn y*(Atr) =0
y beliebig =  A'r=(0,...,0)*

] 341 /415



Beispiel
I ——.
Regulares und singuldres Ausgleichsproblem
I ——.
(i) Rang A maximal:

2 0 0
A= 11 |, b=1{ 3
0 2 0
Normalengleichungen
5 1 X1 (3
1 5 X2 3
S——— N——
AtA Atb

eindeutige Lésung x = ( 1/2 1/2 )" mit Residuum

1
r=Ax—b= -2
1

] 342 /415



(i)  Rang A nicht maximal:

2 4 0
00 0

linear abhdngige Spalten ~~»  singuldre Normalengleichungen
5 10 xx\ _ (3
10 20 x ) \ 6
_(3/5 -2
X = ( 0 ) +t ( 1 ) , telR

nicht eindeutig, aber eindeutiges Residuum

2 4
r=Ax—b=| 1 2 (3/5_2t>_
00

Losung

6/5
—12/5

w o
Il

t

o
o

L RIS



Beispiel
]
Computer-Tomographie:

Rekonstruktion einer Dichte x(u, v) aus dem Intensitatsverlust von
Rontgenstrahlen entlang von k Biindeln aus £ parallelen Geraden

Ri: (ui,vi) + R(cos ¥, sindd;), i=1,....m=k{
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Approximation von x durch eine stiickweise konstante Funktion auf einem
Raster von Quadraten Q; und eine Naherung fiir die Linienintegrale

n
b; = / x(u,- + tCOST9,', v; + tsin 0,) dt = Za,"ij
R =1
J_
mit x; einer Approximation von x(u, v) auf Q; und
aij = IRiNQl

der Lange des Durchschnitts der Geraden R; mit dem Quadrat Q;

m > n ~-» Ausgleichsproblem zur Bestimmung von x aus den Daten b

Abbildung:
16 x 16 Raster, Winkel

9 =0,1/32,21/32, ...

mit 16 parallelen Scan-Richtungen im Abstand der Rasterquadratbreite
~»  32-16 =512 Gleichungen fiir 16 - 16 = 256 Unbekannte

L R



Singuldrwertzerlegung
I ——.
Zu jeder m x n-Matrix A existieren orthonormale Basen {u1,..., un} und
{v1,..., vy} beziiglich derer die lineare Abbildung L : x — Ax
Diagonalform hat:

Vi — Ave = sgui, k=1...,r=RangA,
mit s; > --- > s, > 0 den sogenannten Singuldrwerten von A.
Mit den unitdren Matrizen U = (uy,...,um) und V = (vi,..., v,) besitzt
A die Faktorisierung
51 o)
A=USV* S= Ly, ,
0]

mit S einer m x n-Diagonalmatrix und V* = V* der adjungierten Matrix
zu V (V* = V* fiir eine reelle Matrix). Entsprechend hat die lineare
Abbildung L die Darstellung

r

X = Ax = E UkSKVEX .
k=1

L e



Daraus folgt insbesondere, dass Av, = (0,...,0) fir k=r+1,...,n und
Ax € span{uy,...,u.}, d.h.

Kern A = span{v,41,...,vn}, BildA=span{u,...,u }.
SchlieBlich ist [|All2 = s und [|A[[2 =7, [ajkl> = 7 + - + s7.
Die Singularwertzerlegung lasst sich durch Losen eines Eigenwertproblems
bestimmen. Die Singuldrwerte sy sind die positiven Eigenwerte der
symmetrischen positiv semidefiniten n x n-Matrix A*A und die Vektoren
vk sind die zugehorigen Eigenvektoren. Die Vektoren uy, ..., u, sind die
Eigenvektoren der m x m-Matrix AA* zu den gleichen Eigenwerten. Die
Vektoren u;41,...,Un und Vey1,..., v, sind fiir die Faktorisierung von A
irrelevant. Sie ergdnzen uy,...,u, und vy, ..., Vv, zu orthonormalen Basen
und spannen die Eigenrdume zum Eigenwert 0 der Matrizen AA* und A*A
auf.

Alternativ kann man uy auch durch Normierung der Spalten 1,... r von
AV = US = (u1s1,...,UrSr,0,...,0) bestimmen und durch Vektoren
Ur41, - .., Um zu einer orthonormalen Basis erganzen.
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Beweis

(i) Konstruktion:

A*A hermitesch und positiv semidefinit —

3 orthonormale Basis {vi,..., vy} aus Eigenvektoren zu den
nicht-negativen Eigenwerten \; = sJ-2, d.h.

V*A*AV = diag(s?,...,s2,0,...,0) =SS, V=(wv,...,v,), V’V=E

(Eigenwerte sj2 absteigend sortiert)

Spalten von AV orthogonal mit Norm s; —

AV:(slul,...,skuk, (0) ):US
Spalten k+1...m

mit einer unitdren Matrix U; die Spalten uky1,..., Uy erginzen uy, ..., Uk
zu einer orthonormalen Basis
~  Darstellung

A=USV" — UAV=S
] 348/ 415



(ii) Rang:
Invarianz des Rangs einer Matrix unter unitdren Transformationen ——

Rang A=Rang S = k

folgt aus
A=USV", V' =g Sej =sjej, Ugj = uj
mit e¢; dem j-ten Einheitsvektor

(iv) y = Zj Sj(\/j*X)UjZ
folgt aus (iii) und

x =D (vx)y

(Darstellung bzgl. einer orthonormalen Basis)

(V) [Allz = s1, [|All} = 57 + - + 55
folgt aus der Invarianz der Euklidischen Norm und der Frobenius-Norm
unter unitdren Transformationen

L T



Beispiel
]
Berechnung der Singularwert-Zerlegung von

6 -5 8
6 5 8
A= 6 -5 8
6 5 8

L]
(i) Bestimmung von V und S:

144 0 192
ATA = 0 100 O
192 0 256

Eigenwert 100 mit Eigenvektor (0,1,0)

Spalte 3 = (4/3) x Spalte 1

~+  Eigenwert 0 mit Eigenvektor (4,0,—3)t/5

Spur A =500

~>  Eigenwert 500 — 100 — 0 = 400 mit orthogonalem Eigenvektor
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absteigende Sortierung der singuldren Werte s; (Wurzeln der Eigenwerte
von AtA)  ~

3/5 0 4/5 PO
V= 0 1 0 , S= 0 0 0
4/5 0 —3/5 0 0 0
(ii) Bestimmung von U:
10 -5 0
10 5 0
AV = 10 -5 0
10 5 0

Normierung (Division durch s;, s») ~»  Spalten 1 und 2 von U:

1/2 ~1/2
w-| 2] e | 2
1/2 1/2

I T



Erganzung zu einer orthogonalen Basis  ~~

1 -1 1 -1
111 1 1
U_E 1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
Probe A = USV*
6 -5 8
6 5 8
A= 16 538
6 5 8
1 -1 1 -1 20 0 0
30 4
11 1 1 1 0 10 0 |1
t__ —
Usvio= 511 1 1 1 000523_03
1 1 -1 -1 0 0 0

I I



Pseudo-Inverse

]
Mit der Singularwertzerlegung einer m x n-Matrix A, A = USV™*, lasst sich
die Losung x des Ausgleichsproblems |Ax — b| — min mit minimaler Norm

in der Form
X = A+b, AT = VS+U*,

darstellen mit
St =diag(1/s1,...,1/s,,0,...,0), r=RangA,

der n x m-Diagonalmatrix mit den Kehrwerten der Singulidrwerte. Fiir eine
reelle Matrix A sind die unitdren Matrizen U, V ebenfalls reell und

U =0t = Ut v = Vt=Vt

Die Matrix AT wird als Pseudo-Inverse bezeichnet. Mit

IClle= (> k |cj.k|2)}/? der Frobenius-Norm und Epspm der

m x m-Einheitsmatrix gilt

||Em><m - AA+||F = m)gn ||Em><m - AXHFv

was die Namesgebung (Approximation einer Inversen fiir eine nicht
invertierbare Matrix) unterstreicht.
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Ist Rang A = n, so kann man das Ausgleichsproblem mit Hilfe der
Normalengleichungen I6sen, x = (A*A)~1A*b. In diesem Fall ist also

At = (A*A) 1A,

insbesondere At = A~ fiir eine quadratische, invertierbare Matrix A.

Bezeichnen {u1,...,um} und {vi,...,v,} die orthonormalen Basen aus
den Spalten der unitdren Matrizen U bzw. V/, so ldsst sich die lineare
Abbildung b+~ x = AT b in der faktorisierten Form

,
1 *
X = — (uyb)v,
> Se( 7 b)ve
(=1
darstellen. Daraus folgt insbesondere, dass

Kern AT = span{u,11,...,un}, BildAT =span{vi,...,v,}

und ||AT |2 = 1/s,.
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Beweis
(i) Ausgleichsproblem:
Invarianz der Euklidischen Norm unter unitiaren Transformationen —

|Ax — b| = |U*(Ax — b)|
t
serze c=Ub, y=V'x <— x=Vy
U*Ax = U*(USV*)Vy =Sy ~»  &quivalentes Minimierungsproblem
sii—a

Sy—cl=|| "% || 5 min, S=UAV

—Cr41

—Cm
Losung der ersten r Gleichungen ~»  Minimum

yk=Ck/5k7 k:1,...r

] 355 /415



Normtreue der unitdren Matrix V' (|x| =|y|) ~

Yre1="=Yn=0

fiir die Losung minimaler Norm
Insgesamt folgt

1/s; firj=k<r
=Ste, sf = !
4 Ik {0 sonst
d.h.
x=VWy=VStc=VSTU*b
+
A

(ii) Approximation der Inversen:

|Emem = AXIE = 3 e — Axi?
k
mit e, dem k-ten Einheitsvektor und x; der k-tex Spalte von X
minimal fiir x, = AT ey, d.h. xi ist die k-te Spalte von AT
= X=A"
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Beispiel
I ——.

Lésung des Ausgleichproblems |Ax — b| — min fiir

2 —4 5 1
6 0 3 3
A= 2 -4 5 |’ b= -1
6 0 3 3

(i) Berechnung der Singulirwert-Zerlegung:

80 —16 56
AtA=| —16 32 —40
56 —40 68
Eigenwerte und Eigenvektoren
1 2 2 -1
s? =144, s3 = 36, 55 = 0, V:5 -1 2 2
2 -1 2

L T



12 0 0 6 -3 0
0 6 0 6 3 0

~ 5= 00 0 | AV = 6 3 0 |= us
000 6 3 0

Spalten 1 und 2 von U: Division der entsprechenden Spalten von AV durch
die singuldren Werte s; und s, ~»  Einheitsvektoren
restliche Spalten: Ergédnzen zu einer orthonormalen Basis

1 -1 -1 1
1( 1 1 -1 -1
U=2l1 a1 1
1 1 1 1
(ii) Pseudo-Inverse und Ausgleichslésung:

Zerlegung A= USV*  ~~

L 000 -2 6 -2 6
1

At=v| 0 § 00 JU==| 53 53

0 000 40 40

Lésung minimaler Norm: x = A*b = 1(2,1,0)*
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Beispiel

ohy — 834
. 276
Kontrolle topographi- hje oo
scher Hohendaten h; b 610”519
9 = °
durch Messung von ’ N -9
Hohendifferenzen d; « dj 631

Messfehler — ~~

djk # hj — hy hkt/\
®hs = 207

Hohenkorrekturen x; durch Losen des Ausgleichsproblems

> (dJ,k = ((hj + %) — (h« +Xk))>2 — min
(k)
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Hohen und Differenzwerte des abgebildeten Beispiels
h = (834,561,207,9)",

iberbestimmtes System

1 -1 0 O
1 0 -1 0
A(h+x)=d, =1 0 0 -11], d=
0 1 -1 0
0 1 0 -1
Losung minimaler Norm
2 2 2 0 O 2
1 2 0 0 2 2
— At (4 _ _
x=A"(d—Ah) = 0 -3 1 -3 1 23
0 1 3 1 -3 3

Minimum-Norm-Losung  ~~  kleinstmogliche Korrekturen
]

d = (276,631,822, 356, 549)"

-1
-3
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Spiegelung

. ______________________________________________________|]
Eine Spiegelung an einer Hyperebene

H: d'x=0,

mit normiertem Normalenvektor d €
R" (|d| = 1) wird durch die symme-
trische orthogonale Matrix

Q= E —2dd"

mit E der Einheitsmatrix beschrieben.

Die Spiegelung lasst Vektoren in H invariant und dndert bei Vektoren
parallel zu d das Vorzeichen:

x=x,xLld, Qx=-x,x|d.
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Beweis
(i) Symmetrie von Q v/

(ii) Orthogonalitat:
t_ N2 _ o 12 _ 2 t t t_
QR'=Q° =(E—-2dd")"=E 4dd+4ddfldd E

(iii) Spiegelungseigenschaft:
x— Qx| d:
x — Qx = x — x + 2dd*x = 2(d*x)d

Mittelpunkt zwischen x und Qx € H:
d'(x + Qx)/2 = (d'x + d*x — 2 d*d d*x)/2 =0
=1

=  Qx ist Spiegelbild von x an der Hyperebene durch den Ursprung,
die zu d orthogonal ist

L TR



Beispiel
]
Spiegelung an der Ebene H durch die Punkte

(0,0,0), (0,1,0), (3,0,4)

Normale
d=(-4,0,3)"/5, |d|=1

~>  Spiegelungsmatrix

100 , [ 4
Q = E—2dd*=| 010 —% | 0 (-4 0 3)
001 3
100 , [ 16 0 -12 —-0.28 0 .96
= o100 )—x%]| 0 0 0 )= 0 1 0
001 -12 0 9 96 0 0.28
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Drehung

Die orthogonale n x n-Matrix

Zeile j —
Q:

Zeile kK —

beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢ in der x;x,-Ebene des R".

1

0

cos

sin

—sing

cos

1

Jede orthogonale Matrix @ mit det Q@ = 1 ist als Produkt solcher

Drehungen in Koordinatenebenen darstellbar:

QZHQj,k.

Jj<k

364 /415



Beweis
(i) Orthogonalitat:
c=cosp, s=sinp, ?4+s°=1 =

1 0

Q" = =E

0 1

~>  Orthogonalitdt der Drehmatrix Q@
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(ii) Herleitung der Faktorisierung fiir n = 3:
Bestimmung der Drehungen durch sukzessives Annulieren der Elemente

42,1, 93,1, 43,2 von Q:

* K* *
Ql_;:Q = 0 %
* * *
1 %« %
Q3Q2Q = 0 » *
0 x «
1 « %
Q3Q3Q2Q = [0 1 « | =R
0 0 %

Die Drehungen @23, Q1.3, Q12 bilden jeweils Vektoren (vi, v»)* auf
Vielfache von Einheitsvektoren ab.

det Qj7k =1,det@Q =1 — detR=1 — r33 = 1
Normierung der Spalten = R=E und Q= Q12Q13Q23
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Beispiel
I ——.

Faktorisierung der Drehmatrix

0 1 V3

2 2

o= | vz & _vs

2 4 4

V2 V6 V2

2 4 4

Drehung D; 1 = Q1_21 um 5 um die z-Achse:

0 10 S
D'Q=[1 0o o |Q=| o I} -¥
o0 1)\ § oy

L TR



o O

Drehung D! = Q1_31 um % um die y-Achse:
V2 g V2 V2 V6 V2
2 3 2 4 4
01 0 o i -¥
V2 g V2 V2 V6 V2
2 2 4 4
Dyt e
Drehung D1 = = (23 um —Z um die x-Achse
1 0 0
0 3 % |DpDe=
0 _¥3 1
2 2

Dmlow E, D1=

Q

(Dt to; N

0
-1
0

1
0
0

= O O

Dt~

Faktorisierung

— D,D,D,

O O =
o = O
= O O

0 0
1 V3
2 2
V3ol
2 2
=E
0 0
1 V3
2 2
V3ol
2 2
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Drehung im Raum
|
Eine Drehung im R3 mit normierter Drehachsenrichtung u und Drehwinkel
, orientiert wie eine Rechtsschraube, bildet einen Vektor x auf

Qx = cos x + (1 — cos p)uu'x +sinp u x x

ab, wobei u x x das Kreuzprodukt von u und x bezeichnet.
Die entsprechende Drehmatrix ist

Q: gqj¢ = cospdjs+ (1—cosp)uju + sincszj-’k,guk
¢

mit dem Kroneckersymbol d; , und dem e-Tensor ¢ 4 s bzw.

1 0 O uyuy uyup uyus 0 —u3 up
Q = cosp| 0 1 0 |+ (1—cosyp) wuy w3 +singp u3 0 —uy .
0 0 1

uzuy uzup uzu3 —up uy 0
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Beweis
zeige:

Qu = u und @ dreht einen zu u orthogonalen Vektor v um einen Winkel ¢

um die Achse wu.
(i) Bild von u:

Qu = cospu + (1 —cosp)uutu +sing uxu = u
=1 =(0,0,0)t

(i) Bild von v:

= 0,0,0)" + si xv, wlv, |w=1
Qv =cospv + ( ) +sinpuxv, wlv, |w|

=w

<= Drehung um ¢ in der von v und u x v aufgespannten Ebene

370/ 415



Beispiel

n 1

Matrix @ einer Drehung um ¢ = 3 um die Achse u = ﬁ(l 11)

cos(m/3) = 1/2, sin(7/3) = /3/2 ~
3 00
2
cos dj ¢ ( 030
1
0 0 3
1 111
(1 — cos p)ujup A 111
111
1 £€1,3,2U. €1,2,3U2 1 -
SingOZé‘Lk,guk 5 ( E2,3?11!3 ’3(5 ’ 82:1;”1 ) = 5( (1)1 ?1 —;1 )
P 3,2,1U2  €3,12U1 -

Summe der drei Matrizen

1
3
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Drehachse und Drehwinkel
]
Jede Drehung Q im R3 besitzt eine Drehachse, d.h. l3sst einen
Einheitsvektor u invariant, und entspricht einer ebenen Drehung um einen
Winkel ¢ in der zu u orthogonalen Ebene.

Beziiglich eines orthonormalen Rechtssystems u, v, w besitzt Q die
Matrixdarstellung

y 1 0 0
Q=] 0 cosp —siny
0 sing cosyp

Insbesondere gilt fiir den Drehwinkel

cos p = %(Spur Q—-1).
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Beweis
Orthogonalitat der Drehmatrix Q —

Ql'=QY, |det Q=1

Akl =1und MdoA3 =det Q=1 = I Eigenwert A =1,
denn bei geeigneter Numerierung gilt

M=, M= MP=1

oder
)\k (S {—1, 1}

Drehachse u: normierter Eigenvektor u zum Eigenwert 1
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orthonormales Rechtssystem u,v,w  ~>

Qv = av+ Bw
Qw = v+ dw

Qv, Qw haben keine u-Komponente, wegen der Winkeltreue orthogonaler

Matrizen:
xlu — Qx L Qu=u

Matrixform obiger Gleichungen

Qu,v,w) = (u,v,w)

P

O O =
= R o
> 2 O

374 /415
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Q = P"1QP orthogonal mit det Q = detQ =1 —>

a v\ [ cosp —sing
B 6 ) \ sinp cosp
Invarianz der Spur unter Ahnlichkeitstransformationen =

Spur Q = Spur Q = 1+ 2cosp

L TR



Beispiel

Bestimmung von Drehachse und Drehwinkel fiir die Drehmatrix

1 1 V2 1
QZE V2 0 -2
1 V2 1

(i) Uberpriifung der Orthogonalitdt und der Determinante:

(400
QtQ=Z 040 |=E < Q=@
00 4
und
) 1 —v2 1
detQ == det | V2 0 -2 | =+1
8 1 V2 1

L TN



(ii) Drehachse:
Eigenvektor u zum Eigenwert A =1

L[ L -2 1 u 0 V2/2
L ) (@) 0) - ()
2 1 V2 -1 u3 0 V2/2

J/
-~

Q—E

(iii) Drehwinkel:

cosp = %(SpurQ— 1)= %(1—1) =0

=  p=4r/2
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(iv) Orientierung:
Das Vorzeichen von ¢ hingt von der Orientierung der Drehachsenrichtung
u ab und kann mit Hilfe eines Rechtssystems {u, v, w} bestimmt werden:

w Qv = w'(cos pv + sin pw) = sin

wahle als Rechtssystem

V2/2 0 —/2/2
u= 0 , ulv=]|l11], w=uxv= 0
V2/2 0 V2/2
Bilden des Produktes wtQv  ~-
—V/2/2
sinp = (—v2/2, 0, v2/2) 0 =1,
V2/2
—_—
Qv

dh.p=m/2
] 378/ 415



Quadrik

Fiir eine symmetrische n x n-Matrix A, einen Vektor b und eine Konstante
c ist
Q: x"Ax +2b'x + c = Zaj’kaXk‘i‘Zkak“F c=0

Jrk k
eine Quadrik im R". Mit

~ c| bt . 1
A= () ()
kann man @ auch in der homogenen Form
Q: KAx =0
darstellen.
Man unterscheidet die folgenden Typen:
o kegelige Quadrik: Rang A = Rang A,
o Mittelpunktsquadrik: Rang A = Rang A+ 1,
@ parabolische Quadrik: Rang[\ = Rang A+ 2.

I, IS



Beispiel
I ——.

Typ der parameterabhingigen Quadrik
Q: X +ME+20+A=0, MeR

Matrixschreibweise

Q: xX'Ax+2b'x+c=0 — Ax=0,%"=(1,x")

A0l
A:(é 2) b:<(1)), c=x, A=[o0 10
1 0 A

Q ist fiir A = 0 eine parabolische (Rang A = Rang A + 2 = 3), fiir A = +1
eine kegelige (Rang A = Rang A = 2) und fiir alle anderen Werte von A
eine Mittelpunktsquadrik (Rang A = Rang A+ 1 = 3).
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Hauptachsentransformation

Durch eine Drehung U und Verschiebung v, £ — x = U£ + v, kann eine
Quadrik @ im R" auf Diagonalform transformiert werden:

m
Q: xAx+2b'x+c=0 — > MG +2b¢+7=0
k=1
rpit m dem Rang der symmetrischen n x n-Matrix A; Dabei ist
bt =(0,...,0) fir m = n (kein Eigenwert 0 ) und 2b*¢ = 23&m+1, By =0
fir m < n. To

L@
&

U2

U1

- 11
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Die Spalten der Drehmatrix U enthalten normierte Eigenvektoren wuy zu
den Eigenwerten Ak von A, und die Geraden gy : x = v + tu, werden als
Hauptachsen bezeichnet. Der Verschiebungsvektor v ist der Mittelpunkt
der Quadrik.

Durch Skalierung erhdlt man eine der Normalformen
m €2
€i

Z ko = 1 (m< n)
k— dk

oder

Q: Zak = 2¢mt1 (m < n)

je nachdem, ob A maximalen Rang hat und 3 oder v Null ist. Dabei ist
ok € {—1,1} und a, > 0 sind die Hauptachsenldngen.
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Beweis
Bestimmung von U und v durch sukzessive Variablentransformationen

(i) Drehung:

A=A =

3 orthonormale Basis aus Eigenvektoren uy mit det(uq,...,u,) =1
Substitution x = Uy = (u1,...,us)y ~>  Diagonalform

0 = y*U'AUy +2b'Uy + ¢
diagonal
= ytdiag()\l,...,/\m,O,...,0)y+2(U~tb)ty—|—c
b

Ist m+1 < n (Eigenwert 0 mit Vielfachheit > 1, seltener Fall), so ist die
Basis {Um+1, - .., un} fiir den Eigenraum V4 so gewahlt, dass by = 0 fiir
k>m+1.
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Woahle dazu fiir eine gegebene Basis {dm+1,--., 0} von Vg eine
(n — m) x (n — m)-Drehmatrix U, so dass

ﬂm—i—l bm+1 Em"’l
0 ﬁfn.+2 bm.+2 _ 0
it by 0
=W
Die Zeilen uf,, 1, ..., u}, von W bilden dann die gewiinschte Basis.

(ii) Verschiebung:
Quadratische Ergdnzung fiir k < m (Ax # 0):

Vi = &k — i/ Mk

= YR = MED — 26kby + B/ Mk, 2bikyi = 2bk&x — 2B / M\
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Summation fiir k=1,...,m ~»  Elimination der linearen Terme und

Anderung der Konstante

c%—vzc—zgi/)\k
k=1

e m = n (Rang A = n, kein Eigenwert 0):
n
Q: ) Mk =7
k=1

x=U(E—=(bi/M,....,ba/Xn)Y) ~ v=—U(b/)\,

y

b /A0
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e m < n (Eigenwert 0 mit Vielfachheit n — m):

m
Q: Z Ak’il% + 2Em—i—lym—i-l =7
k=1

Falls bm+1 = 0, keine weitere Verschlebung, d.h. & = yx,
k=m+1,....n und v=—U(bi/)M,...,bn/Am,0,...,0)")
Falls Berl 75 0, so wird 7y durch Setzen von

Y1 = Ems1 +7/(2bmy1) eliminiert:

Q: D) Mk +286mi1 =0, B=bmp1.

k=1

v v=—=U(bi/M,. .. bm/Am, —27/bmy1,0,...,0)Y)
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(iii) Skalierung:
Division durch v oder —3 ~»  Normalformen

mog2
Z —’2‘2 v ok/ad = /y (m<n),
k= 9k

oder

m 2
Z —é—2§m+1, ak/ai:—)\k/ﬁ (m<n).
=1 %

L S



Beispiel
|
Normalform der Quadrik

Q : 5x7 +5x3 + 5x32 + 6x1x2 + 8x0x3 +2x2 =0

|
(i) Matrixschreibweise:

Q: x*Ax+2b'x+c=0

mit
5 30 0
A= 3 5 4 |, b= 1], ¢c=0
0 4 5 0

beachte: a1,2X1X2 + a2 1X0X1 = 6x1 X0 = aip =az1 = 3, etc.
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(i) Eigenwerte von A:
charakteristisches Polynom

5-Xx 3 0
3 5-X 4 | =(5-X2)3-16(5-)\)—-9(5—-)) = (5-))((5—\)*>—25
0 4 5-)
~>  Eigenwerte \; =10, A\» =5, \3 =0
(iii) Eigenvektoren:

0 5—-10 3 0 3

0| = 3 5-10 4 vu = u|l| 5

0 0 4 5-10 4
analog

u || (4,0,-3), w3 (3,-5,4)"
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Determinante der Matrix aus normierten Eigenvektoren

3/v50 4/5 3/v/50
5/\/% 0 _5/\/% — _ﬂ_ﬂ_ﬁ_ﬂ:_l

Multiplikation eines Eigenvektors (z.B. up) mit =1  ~~  Drehmatrix
(Determinante = 1)

) 3/V2 —4 3/V2
U=¢ 5/vV2 0 —5/V2
4/V2 3 42
(iv) Diagonalisierung:
x=U ~
Y Q: y'U'AUy +2b Uy = 0
mit
UAU = diag(10,5,0), b'U = (0,1,0)U = (1/v/2,0,—1/v2),
d.h.
Q: 10y +5y2 +V2y1 — V2y3 =0
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(v) Verschiebung, quadratische Terme:
10y2 + v2y1 = 10(y1 + v2/20)2 — 10(v/2/20)%, yo = &, ~»
& 1/20

Q: 1062 456 — V2y;3 —1/20 =0

(vi) Verschiebung, linearer Term:
~V2ys = 1/20 = —v2(y3 +1/(20V2))  ~
—_—
€3

@ : 1067 + 5630 — V263 =0

(vii) Skalierung:
Multiplikation mit v/2 ~»  Normalform

10262 + 5v/2€% = 263

mit den Halbachsenlidngen a; = 1/v/ 10v?2, a» = 1/v 5v/2
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(viii) Transformation:
x = Uy = U(¢ — (v/2/20,0,1/(20v/2))t) mit dem Verschiebungsvektor

) 3/vV2 —4 3/\/2 —/2/20
Vg<5/\/§ 0 5/\/5)( 0 )
4/V2 3 4/V2 —1/(20v2)

U

L[ 3372 A
— | 5452 |=—=| 5
20\ 442 200 \ 1

~/

gl —
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Kegelschnitt

Der Schnitt eines Doppelkegels
K: (x—p)tv= :I:cos% |x — pl|v]|

mit Spitze p (ps # 0), Richtung v und Offnungswinkel o mit der Ebene
E : x3 = 0 ist eine quadratische Kurve

KNE: 3171X12 + 23172X1X2 + 32,2X22 4+ 2bixy +2byxo +c = 0.
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Der Typ dieses Kegelschnitts hiangt von der GroBe des Winkels 8 zwischen
E und der Symmetrieachse g : p + tv, t € R, des Doppelkegels ab.

Ellipse: 8 > «/2 Parabel: = a/2 Hyperbel: 8 < «/2

L LTS



Beispiel

. __________________________________________________________________________________________________________________|
Schnitt des Doppelkegels mit Spitze p = (0,0, 1), Achsenrichtung

v =(1,1,1)" und Offnungswinkel o = pi/2 mit der x;xp-Ebene

(i) Typ:

halber Offnungswinkel: a/2 = w/4 = 0.7854

Winkel 8 der Achsenrichtung mit der x; xo-Ebene:

cos(r/2 = B) = (0,0, 1)v/|v| = &5 =

B = m/2 — arccos(1/+/3) = 0.6155

a/2 > =  Hyperbel

(ii) Gleichung des Kegelschnitts:

Einsetzen der Daten in die Gleichung (x — p)tv = + cos(a/2) |x — pl|v],
cos((7/2)/2) = 1/v/2 und Quadrieren  ~

2 1
(G %00 = 1)(1,1,1))7 = S {(a, %2, x5 = P [v]?
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Schnitt mit der x;xo-Ebene = x3 =1, d.h.

1
(X1—|—X2—1)2:§(X12+X22—|—1)-3

bzw. nach Vereinfachung
X12-|—X22 —4x1x0+4x1 +4x+1=0

Matrix-Form

x'Ax 4+ 2b'x + c =0, A:< 12 _12>,b:<2>,(_-:1

(iii) Transformation auf Normalform:

Eigenwerte Ax und normierte, ein Rechtssystem bildende Eigenvektoren uy
der Matrix A

1 1
A =3, A =-1, U:(ul,U2):<_1 1)

] 396 /415



Substitution x = Ay (Ahnlichkeitstransformation der Matrix A)  ~

3y12—y22+2(0,2ﬁ)(y1 >+1=o
—— Y2
btU

Substitution y; = &1, y» = & +2v/2 ~»  Elimination des linearen
Terms

367 - & —(2v2)2+1=0
=9

Division durch (—=9) ~»  Normalform

P8
51 52
3+9

Hyperbel mit Hauptachsenrichtungen vy, up, und Hauptachsenlangen
a] = \/§, dp = 3
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Euklidische Normalformen der zweidimensionalen Quadriken
|
Es existieren 6 (nicht-triviale) Typen ebener Quadriken mit den folgenden
Normalformen:

o Kegelige Quadriken

| Normalform | Bezeichnung |
2 2
4 — 2 =0 | schneidendes Geradenpaar
31 aa
% =0 | Doppelgerade

@ Parabolische Quadriken

‘ Normalform ‘ Bezeichnung ‘

2
X:
;1% = 2x» | Parabel
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o Mittelpunktsquadriken

Die GroBen ax > 0 sind die Hauptachsenldngen der Quadrik.

Triviale Sonderfille sind die Normalformen

‘ Normalform ‘ Bezeichnung
X%
_a_i + a_é = Hyperbel
4 +% =1 Ellipse
31 a%
2—15 =1 | paralleles Geradenpaar
1

:—if + 2—22 = 0 (Punkt)
1 2

2 2
X
-3 — ;25 =1 (leere Menge)

—% =1 (leere Menge)
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schneidendes Geradenpaar

Doppelgerade

[p)
A

€2
A

Z
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Hyperbel Ellipse

T3

as|

€2

B
)




paralleles Geradenpaar

Parabel

[p)
A

3]

€

)
A

Z
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Beispiel

Normalform und der Typ der Quadrik

Q: 3x% 4 3x3 + 10x1x0 — 14V2x; — 2V2xp — 18 =0

(i) Matrixform:

OzxtAx—|—2btx—i—c:xt<§ §>x—|—2\/§(—7,—1)x—18

(i) Eigenwerte:
charakteristisches Polynom

‘3—>\ 5

_ _\)2
- 3_A‘_(3 A)? — 25

Nullstellen Ay = =2, \» = 8
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(iii) Eigenvektoren:
homogenes lineares Gleichungssystem

det(A — (—2)E)u, = ( o . ) n =0

~~  normierter Eigenvektor u; = (1,—1)t/v/2 zu A\; = -2

normierter Eigenvektor up zu Ao =8 L zu gy = wpy = (1,1)1/V/2,
wobei das Vorzeichen so gewahlt ist, dass die Determinante der
Transformationsmatrix

U:(Ulau2):\2<_i 1)

positiv ist (Drehmatrix)
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(iv) Diagonalisierung:
Substitution x = Uy  ~»
0 = x*Ax+2b'x+c
= y'U'AUy +2 (b'U)y + ¢
= —2y2+8y2 —12y; — 16y, — 18

(v) Verschiebung:
quadratische Ergidnzung E =y + (3,-1)' ~~
0 = —2y?+8y2—12y; — 16y, — 18
= —2(y1+3)°+18+8(y2—1)>—-8—-18
= 27485 -8

(vi) Skalierung:
Division durch 8 ~~  Normalform

P&
2T

Hyperbel mit Halbachsenlangen 2 und 1
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(vii) Transformation:
x=Uy =U(+(-3,1)) ~ Verschiebungsvektor (Mittelpunkt)

i) ()50

V)

(viii) Skizze:
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Euklidische Normalformen der dreidimensionalen Quadriken
]
Es existieren 10 (nicht-triviale) Typen raumlicher Quadriken mit den
folgenden Normalformen:

o Kegelige Quadriken

‘ Normalform ‘ Bezeichnung ‘
2 2 2
3 +3% -3 =0 | (Doppel-)Kegel
al aa 23
3% — Schneidende Ebenen
bl )

@ Parabolische Quadriken

‘ Normalform ‘ Bezeichnung ‘
<+ — 2x; | elliptisches Paraboloid
—:—% );_% = 2x3 | hyperbolisches Paraboloid
:—1% = 2xo | parabolischer Zylinder
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o Mittelpunktsquadriken

’ Normalform ‘ Bezeichnung ‘
X X3 | X2 . ; _
— — 3 + 3 =1 | zweischaliges Hyperboloid

3 3
—:% + z% + );% =1 | einschaliges Hyperboloid
3 3
5 +% +% =1 Ellipsoid
T3 3
—% + 2 =1 | hyperbolischer Zylinder
o2
4 4+ % —1 | elliptischer Zylinder
4 )

Die GroBen ay sind die Hauptachsenldngen der Quadrik.

Triviale Sonderfille sind die Normalformen

2 2 2 2 2
o —3 % _ ¥ _q N _X%_1 X _1 (lere Mengen)
Ghl E5) a3 a a3 a
X2 X2 X2 X2 X2
e 3+ 3+3 =0 %+3=0 (Punkt und Gerade)
a ) a3 a a3
X2 X2
° a—; =0, a% =1 (Doppelebene und parallele Ebenen)
1 1

408 /415



(Doppel-)Kegel

schneidende Ebenen




zweischaliges Hyperboloid

einschaliges Hyperboloid
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Ellipsoid

hyperbolischer Zylinder
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elliptischer Zylinder

elliptisches Paraboloid
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hyperbolisches Paraboloid

parabolischer Zylinder
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Beispiel
]
Normalform und der Typ der Quadrik

540
Q:x"| 4 3 4 | x+2(-2,1,2)x+2=0
0 41

. __________________________________________________________________________________________________________________|
(i) Eigenwerte:
charakteristisches Polynom

5—-X\ 4 0
4 3-x 4 —  (5-A)(B3-A)(1-A)—16(5-\)—16(1—\)
0 4 1- )\ Sarrus

= AN -9\-9x+81
Nullstellen  ~»  Eigenwerte
A1=9 =3 A3=-3
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(i) Eigenvektoren:
normierte Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay

1 2 1 -2 1 1
U]_:g 2 s U2:§ 1 s U3:§ -2
1 2 2

Vorzeichen so gewdhlt, dass ein Rechtssystem entsteht ~»  Drehmatrix

1 2 =2 1
U:(ul,uz,U3):§ 2 1 -
1 2 2
(iii) Diagonalisierung:
Substitution x = Uy  ~»
9 0 O y1 yi
(i, y2,y3) | 0 3 0 y» | +2(0,3,0) | y» | +2=0
00 -3 r3 (—212)u \ V3
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(iv) Verschiebung:
quadratische Ergdnzung £ =y + (0,1,0)" ~
0 = 9y? +3y3 —3y2 +6yr +2
= 97 +302+1)* —6y2 —3-3y] +6y2 +2
= 96 +3¢ -3 1

(v) Normalform:

8. 8.8
1/3 1/9 1/3
Q: einschaliges Hyperboloid mit Hauptachsenlangen
a3z = 1/3, 31:1/3, dz = 1/3

Transformation x = Uy = U({ — (0,1,0)') ~»  Mittelpunkt

0 2/3
v=-U|1|=| -1/3
0 —2/3
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