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Teil 1

Mathematische Grundlagen






1.1 Aussagenlogik

Aussage und Axiom

Aussage: sprachlicher Ausdruck mit eindeutigem Wahrheitswert w (,wahr) bzw. f (, falsch*)

A Beschreibung

Axiom: grundlegende nicht aus anderen Aussagen ableitbare Aussage

Logische Operationen

Negation —-A nicht A

Konjunktion | AAB | Aund B

Disjunktion | AV B | A oder B
Implikation | A= B | aus A folgt B
Aquivalenz | A< B | A ist dquivalent zu B

Umformungsregeln fiir logische Operationen

Assoziativgesetze
(ANB)ANC=AN(BANC), (AVB)vVC=AV(BV(C)

Kommutativgesetze

AANB=BAA, AVB=BVA

De Morgansche Regeln
“(AAB) = (=A)V (=B), —(AVB)=(=4)A(-B)
Distributivgesetze
(AANB)VC =(AVC)AN(BVC(C), (AVB)ANC=(AANC)V(BAC)
dquivalente Darstellung der Implikation: —AV B

Quantoren

Existenzquantor und Allquantor

J:,es gibt ... % V: firalle ...

Negation ~» Vertauschung der Quantoren

—(3peP: Alp)) = VpeP: -A(p)
-(Vpe P: Alp)) = 3peP: -Ap)

Direkter Beweis

Herleitung einer Behauptung B aus bekannten wahren Aussagen A
A= B

gegebenenfalls Beriicksichtigung von Voraussetzungen



Indirekter Beweis

Herleitung einer Aussage B aus Voraussetzungen V' durch Folgern eines Widerspruchs aus der Annahme,
dass die Aussage B bei Giiltigkeit der Voraussetzungen V' falsch ist:

VAEB) = F
mit einer falschen Aussage F', insbesondere F' = =V oder F' = B

Vollstiandige Induktion

Beweis von parameterabhéngigen Aussagen A(n), n € N
e Induktionsanfang: zeige A(1)

e Induktionsschluss: zeige A(n) = A(n+1)



1.2 Mengen

Menge

Menge mit Elementen ay bzw. a

A={ay,a9,...}, A={a: abesitzt die Eigenschaft E}

ac A a ist Element von A

ag A a ist nicht Element von A

A C B (C) | Aist (echte) Teilmenge von B
| 4| Anzahl der Elemente in A

1) leere Menge

natiirliche, ganze, rationale, relle und komplexe Zahlen

N, Z,QR,C

Mengenoperationen

Vereinigung

AUB

Durchschnitt

ANB

Differenz, Komplementarmenge | A\ B

Regeln fiir Mengenoperationen

Assoziativgesetze
(ANB)NC=AnNn(BNCQC),

Kommutativgesetze
ANB=BNA,

De Morgansche Regeln
C\(ANB) = (C\A) U (C\B),
Distributivgesetze

(ANB)UC =(AUC)N(BUCQC),

Kartesisches Produkt

geordnete Paare von Elementen zweier Mengen

A x B ={(a,b):

n-Tupel: (ai,...,a,) € Ay X -+ x A,

(AUB)UC =AU (BUC)

AUB=BUA

C\(AUB) = (C\A) N (C\B)

(AUB)NC=(AnC)u(BNQC)

a€ AND € B}



Relation

Beziehung zwischen Elementen zweier Mengen

aRb< (a,b) e RCAXB

Eigenschaften von Relationen

reflexiv (a,a) €

symmetrisch (a,b) € R = (b,a) € R
antisymmetrisch | (a,b) € RA (b,a) e R=a=10
transitiv (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R
total (a,b) € RV (b,a) €

Aquivalenzrelation (a ~ b): reflexiv, symmetrisch und transitiv
Partition der Grundmenge in disjunkte Aquivalenzklassen

Halbordnung (a < b): reflexiv, antisymmetrisch und transitiv

Ordnung: zusétzlich total

10



1.3 Abbildungen

Abbildung

eindeutige Zuordnung
f:A— B, ar—b= f(a)

Bild: f(U), Urbild: f~1(V)

Eigenschaften von Abbildungen

injektiv
Va#d €A: fla)# f(d)

surjektiv

Vbe B3ac A: f(a)=0b

bijektiv: injektiv und surjektiv

Verkniipfung von Abbildungen
Hintereinanderschaltung von f : A — Bund g: B — C

ar (go f)(a) = g(f(a))

assoziativ aber i.a. nicht kommutativ

Inverse Abbildung
Umkehrung f~! einer bijektiven Abbildung f: A — B

b= f(a) < a= ()
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1.4 Kombinatorik

Fakultat

Anzahl der Permutationen von n Elementen

nl=1-2---n

Stirlingsche Formel

n!=+v2mn <g>n (1+0(1/n))

Binomialkoeffizient
Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen

ny\ n! ~nn—1)(n—-2)---(n—k+1)
</<;) C(n—k)K 1o (k—2)(k— 1Dk

Pascalsches Dreieck

Rekursion fiir Binomialkoeffizienten

~~ Dreiecksschema

o

o

/\/\\@/\/_\
N~ —— ~—— ~
—

[\)

—

W

Binomischer Satz

Identitidten fiir Binomialkoeffizienten
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2n

S

RS
x>
~_

S

Auswahl von Teilmengen

(
ZO(Z)(—N, n>1
(n—kz.—1+z’)’ b n
(;(kklj;l) k>0

Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Menge mit n verschiedenen Elementen k Elemente auszuwéhlen

H

nicht sortiert

|

sortiert

ohne Wiederholungen

nn—1)--(n—k+1)

(1)

mit Wiederholungen

nk
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1.5 Komplexe Zahlen
Komplexe Zahlen
imaginire Einheit: i> = —1
C={s=z+iy, z,yeR}
Real- und Imaginérteil

r=Rez, y=Imz

Komplexe Konjugation

konjugiert komplexe Zahl

Z=x—1y
vertraglich mit den arithmetischen Operationen

ZIOZQZEIOE% O:+7_7*7/

Betrag komplexer Zahlen

|z| = V22 +y2 =Vzz

Positivitat
2| >0, |z|=0<=2=0
Multiplikativitét
2122 = |z1] 22|, [21/22] = [21l/]22], 22 # 0
Dreiecksungleichung

|[21] = |22]| € |21+ 22| < |21] + |22
Formel von Euler-Moivre

cost +1isint = exp(it), teR

Sinus und Kosinus: Real- und Imaginérteil komplexer Zahlen mit Betrag 1

(eit 4 e—it)

(eit _ e—it)

cost = Re el =

sint = Im e =

SIS

14



Gauflsche Zahlenebene

Im(z) Im(z)
A .
x z=x+1iy z=re¥
|
|
: 7
VY
|
& ;

w @
> >
I Re(z) ¥ Re(2)
|
|
|
|
|
|
l
|

77777777777 .

Z=x—1ly Z =re ¥

Darstellung in Polarkoordinaten
z =r(cosp+isinp) = rexp(ip)

mit

r=|z| =vx2+y?, p=arg(z)=arctany/x + orw

o=0fiirz >0, 0==4r fir x <0 ~ Standardbereich ¢ € (—m, 7]

—1 ] i 1+i | V3+i|1+V3i

V2 2 2
0| m | xn/2 | tn/4| +7/6 | £7/3

=
—_
—_

Multiplikation komplexer Zahlen

2k = T + iy = 1 exp(ip)

2129 = (X122 — Y1Y2) + (T1Y2 + T2y1 )i = rirgexp(i(er + ¢2))

Division komplexer Zahlen

2k = T + iy = 7 exp(ipr)

A _ Mty T DY, T expli(1 — )
— = = — 1— P2
2 x5+ Y3 x5+ ys To
Kehrwert
1 1 1 (—i) Y
— = —z=—exp(—ip)=— — =1
z 12 pimty 72
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Komplexe Einheitswurzeln

2" =1

2 =wF,  w, =exp(2ri/n), k=0,...,n—1

Im z

Potenzen einer komplexen Zahl

ganzzahlige Exponenten m € Z
m m ime

2™ = MM = pel®
rationale Exponenten p/q € Q
zp/q:rp/qexp(ipgo/q)wgp, k=0,...,q—1

mit w} = exp (27i/ ¢)" den ¢-ten Einheitswurzeln

Kreis in der Gaufischen Zahlenebene

|z —a|=slz—b|, s#1

Mittelpunkt

Radius

Parameterform des Kreises
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Teil 2

Vektorrechnung
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2.1 Koordinaten

Kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und im Raum

senkrecht schneidende Zahlengeraden (Achsen), orientiert geméf der , Rechten-Hand-Regel®

x3-Achse Mittelfinger

x1-Achse zo-Achse  Daumen Zeigefinger

Punkte, dargestellt durch Koordinaten: X = (z1, x9,x3) bzw. P = (x,y, 2)

Kugelkoordinaten

z-Achse

x-Achse y-Achse

r=rcospsint, y=rsinpsind, 2z =rcosv

bzw.
r=+/22+y>+ 2% @ =arctan(y/x) +om, = arccos(z/\/x?+ y?+ 2?)

mit ¢ =0 fir £ > 0 und ¢ = £1 fiir z < 0 ~» Standardbereich ¢ € (—m, 7]

Zylinderkoordinaten

19



z-Achse

* T

x-Achse y-Achse

T = 0Cos , =ypsiny, z==z

bzw.

o=+z2>+y% ¢ =arctan(y/x) +om, z=2z2

mit 0 =0 fir z > 0 und ¢ = %1 fiir z < 0 ~» Standardbereich ¢ € (—m, 7]

Translation eines kartesischen Koordinatensystems

Verschiebung des Ursprungs, O — O" = (p1, pa2, p3)

X = (x1,m0,23) — X' = (21— p1,x9 — p2, 23 — p3)

-~ !/
Tot-----—-"—-—"--"-"-"-—"-~—-p---"-"--———- ,X_X
xh |
|
Paf--m S i l —
o’ T
| |
1 ‘ -
O P1 L
Rotation eines kartesischen Koordinatensystems
Drehung der zy-Ebene um die z-Achse mit dem Winkel a:
P = (p1,p2,p3) = P" = (), p3, p3) mit
Py =cosap; + sinaps, ph= —sinap; + cosapy, py=p;3

20



21

P1

Y



2.2 Vektoren

Vektoren
Pfeil vom Punkt P zum Punkt @)
q1 — D1
a= @ = q2 — P2
43 — D3

P, —a
P a
a

Q2
@1

H —
Ortsvektor: OA = (ay, ag, as)*, Nullvektor: 0

Addition von Vektoren

PR = PG+ QR

Q

P c R
ay by a; £ b
c=ad+tb= a9 + b2 = Clg:l:bz
as b3 as + by
Skalarmultiplikation
aq Saq
S a9 = SQo
as Sas

22



Betrag eines Vektors

Sy

a9

Einheitsvektor: Vektor mit Betrag 1

Dreiecksungleichung

Gleichheit genau dann, wenn @

|6

ST

Sy

Rechenregeln fiir Vektoren

Kommutativgesetz

Assoziativgesetz

Distributivgesetz

ST
4+
Sl



2.3 Skalarprodukt

Winkel zwischen zwei Vektoren

SH

Sl

orthogonal: @ L b= vy =m/2

Kosinussatz

& =a*+b* — 2abcosy

B

v = m/2 ~ Satz des Pythagoras: ¢* = a® + b?

Sinussatz

sinaw  sinf  sinvy

a b c

24



A

Skalarprodukt von Vektoren im Raum

@-b=|d||b| cos<t(a@,b) = ayby + asbs + asbs
a-i=|a? a-b=0=alb

iibliche Rechenregeln fiir Produkte

Orthogonale Basis

paarweise orthogonale Vektoren @, ¥, @, jeweils ungleich 0

Zerlegung eines Vektors in Projektionen auf die Achsen

. L a-v, a-w,
@=—zU+ —5V+ —5W
|

i~

a-
@
Vereinfachung (Nenner 1) fiir Einheitsvektoren (Orthonormalbasis)

Satz des Pythagoras (allgemeinere Form) ~~

2




Satz des Pythagoras

TLT = |@+92 =+ |o?

26



2.4 Vektorprodukt- und Spatprodukt

Vektorprodukt
azbs — azby
C=dadxb= agbl—albg
(llbg — CLle

orthogonal zu @ und g, geméaf der ,Rechten-Hand-Regel“ orientiert

Lange: Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms

-,

& = |a]|B] sin(<(@. b))

Mittelfinger

o

~ Zeigefinger

Daumen

Regeln fiir Vektorprodukte

Antisymmetrie

Linearitét
(alC_ﬁ + Ozz@l X (5151 + 52172)_‘: . .
151 (071 X bl) + a1 (671 X b2) + a1 (672 X bl) + ag s (52 X b2)

Grassmann-Identitat

(@xb)yxé= @ b—(b-da

Lagrange-Identitat

— —

(@xb)-(Exd)=(a-d)(b-d) - (a-d)(b-
Epsilon-Tensor

Eijk € {_1a0> 1}7 i,j,k’ € {1a273}

Null bei zwei gleichen Indizes,
positiv bei zyklischer Permutation der kanonischen Indexfolge (i, j, k) = (1,2, 3),
Vorzeichendnderung bei Vertauschung von Indizes.

27



Spatprodukt
[@,0,d =@ (bx &) =
aq (bgCg — bgcg) -+ CLQ(bg,Cl — blcg) + (Ig(blcg — bgcl)

orientiertes Volumen des von den drei Vektoren da, l;, ¢ aufgespannten Spats

positiv bei Orientierung der Vektoren geméfl der Rechten-Hand-Regel

Eigenschaften des Spatprodukts
zyklische Vertauschung

lineare Abhéngigkeit . .
[d,b,])=0 < 0=ad+ pb+~C

mit mindestens einem der Skalare «;, 3, ungleich 0

Orientierung B
[d@,b,¢] >0
fiir jedes Rechtssystem
Volumen eines Tetraeders
aufspannende Vektoren a, b und &~
v = li@.d )

Berechnung von Koordinaten mit Hilfe des Spatproduktes

d=[d,v,d] #0 =

mit

28



2.5 Geraden

Punkt-Richtungs-Form

P?Itﬁ & x; =p+Htu

Zwei-Punkte-Form

Momentenform

29



Abstand Punkt-Gerade

Projektion X eines Punktes ) auf eine Gerade durch P mit Richtung o

]?Xz:tﬁ t:@_—w

Abstand

Abstand zweier Geraden

PG, .7
|t x ]
Geraden gegeben durch Punkte P, ) und Richtungen @ |J ¢
windschief: d > 0

[P

Abstand paralleler Geraden



Berechnung der Punkte X, Y kiirzesten Abstandes aus den Orthogonalititsbedingungen

F—GLa,76 T=p+siG=q+tv

ol )

~ lineares Gleichungssystem fiir s und ¢

31



2.6 Ebenen

Parametrische Darstellung einer Ebene

]T)g:sﬁ—i—tﬁ & x; =+ su; 4ty

Drei-Punkte-Form einer Ebene

Pr @1 1 Ty

[]?Xz,@,]?é]:(): D2 G2 T2 T2

pP3 q3 T3 I3

1 1 1 1

32



Hesse-Normalform einer Ebene

Normalform: |7i| = 1 und d > 0 ist der Abstand der Ebene zum Ursprung

Abstand Punkt-Ebene
Abstand von @)

Projektion von )

33



Schnitt zweier Ebenen

St
3L

|71 -

2 € [0,7/2]

cos p =
2|

|7t |72

Richtung der Schnittgeraden g: @ = 1; X 715

gemeinsame Losungen beider Ebenengleichungen ~~ Punkte P auf g

34



2.7 Quadratische Kurven

Ellipse

Punkte P = (z,y) mit konstanter Abstandssumme zu zwei Brennpunkten F.

e e
|PF_| + |PF+| = 2a

—
mit 2a > |F_F, |

F. = (£f,0) ~ Koordinatendarstellung

s ?/2 2 2 2
E—Fﬁ:l, b:a—f

bzw. )
9 b

T 1= (f/a)cos? g

r

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P

Parametrisierung
x =acost, y =bsint, te€l0,2n)
Parabel
Punkte P = (z,y) gleichen Abstands von einem Brennpunkt F' und einer Leitgerade g
Y
A

35



F=(0,f)und g: y=—f ~ Koordinatendarstellung

4fy = 2

bzw.

4fsin
r =
cos? @

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P

Hyperbel

Punkte P = (z,y) mit konstanter Abstandsdifferenz zu zwei Brennpunkten Fl
|PF_| — |PF,| = £2a

—
mit 2a < |F7F+|

******

Fy = (£f,0) ~ Koordinatendarstellung
TV o 22

bzw. )
9 b

1= (f/a)cos?y

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P

Parametrisierung
xr = tacosht, y =bsinht, teR

36



Teil 3

Differentialrechnung
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3.1 Polynome und rationale Funktionen
Funktion

f:D—=R, x— f(x)

ordnet jedem Argument z aus dem Definitionsbereich D C R einen Wert f(z) aus dem Wertebereich
W CR zu

Graph: Paare (z,y) mit y =
Umkehrfunktion
injektive Funktion f: D>z —y= f(x) € W ~
ff'-W=DCR, yr—ax=f"'(y)

Graph: Spiegelbild des Graphen von f an der ersten Winkelhalbierenden
Rechnen mit Funktionen
punktweise definierte Operationen

e Linearkombination: (rf + sg)(x) = rf(z) + sg(z)

e Produkt und Quotient: (fg)(x) = f(x)g(x), (f/9)(x) = f(x)/g(x)

e Hintereinanderschaltung: (f o g)(z) = f(g(z))

Gerade und ungerade Funktionen

gerade: symmetrisch zur y-Achse, f(x) = f(—x)
ungerade: punktsymmetrisch zum Ursprung, f(z) = —f(—=z)

Monotone Funktion

wachsend
T < Ty — f(l'l) < f(.fL'Q)

& 7 > 0 bis auf isolierte Punkte
analog: monoton fallend (< < >)

39



Konvexe Funktion
Sekante oberhalb des Graphen

UL =t) s+ twy) < (1=1) fa) +1 f22), t€(0,1)

< 7 > 0 bis auf isolierte Punkte
Konvexitiat = Stetigkeit

Polynom

Polynom p vom Grad n
p(z)=ay+ax+- -+ az", a,#0

reelle oder komplexe Koeffizienten ay

Lineare Funktion

flz)=ax+0b
Graph: Gerade mit Steigung a und y-Achsenabschnitt b

e Punkt-Steigungs-Form: Y= _,

T — X
Y—Y% _ Y1~ Y
T — X 1 — o

o Zwei-Punkte-Form:

Quadratische Funktion

f(ry=ax* +bx+c < y=alr—20)*+w
Graph: Parabel mit Scheitel (zg,v0) = (=b/(2a), —b?/(4a) + ¢)

Polynomdivision

Division mit Rest

p=fq+r, Grad f= Gradp— Gradq > 0, Gradr < Gradq
p(t) =0,q(x) = (x —t) = r=0,dh p(x) = f(z)(x—1)
Faktorisierung von Polynomen

Linearfaktoren zu komplexen Nullstellen zj
p(z) =clz —z1) - (2 = 2n)
Paare komplex konjugierter Nullstellen zj + iy, ~> reelle quadratische Faktoren

(2 — @ — iy) (2 — @5+ ige) = (2 — 20)” + ui
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Interpolationspolynom in Lagrange-Form

plzy) = fr =

T —Zj
ka% k() = Exk_xj

linearer Interpolant (n = 1)
r1 — T i T — 2o

p(z) = fo

1
1 — Zo I — Zo

Rationale Funktion

Quotient zweier Polynome
p(x)  ag+amzx+ -+ apa™
r(z) = =

q(z) bo + b1z + - - - + b2

irreduzibel, wenn p und ¢ keinen gemeinsamen Linearfaktor besitzen

Polstellen: Nullstellen des Nenners, Ordnung entspricht der Vielfachheit

Partialbruchzerlegung

Zerlegung entsprechend der Polstellen z; (Ordnung m;)

T S O

Grad f = Grad p — Grad ¢ (f = 0, falls Z&hlergrad < Nennergrad)
Berechnungsmethoden
e Multiplikation mit
und Vergleich der Koeffizienten von z*
e Multiplikation mit (z — 2;)™ und Setzen von z = z; ~» Koeffizient a;y, ;

rekursive Anwendung nach Subtraktion bereits bestimmter Terme

Reelle Partialbruchzerlegung

reelle Polstellen x; (Vielfachheit m;) und komplex-konjugierte Polstellen uy, £ ivy, (Vielfachheit ny) ~»

p(x aj.y bk x—uk + cg
rie) = q(z) +ZZ x—Jx] ZZ :’—uk +v)“

k p=1

Grad f = Grad p — Grad ¢ (f = 0 falls Zahlergrad < Nennergrad)
Berechnungsmethoden

e Multiplikation mit

a(2) = eJJ (e =)™ TT( = we)? + o)

und Vergleich der Koeffizienten von z*

e Zusammenfassen komplex-konjugierter Terme der komplexen Partialbruchzerlegung

41



3.2 Exponentialfunktion und Logarithmus

Exponentialfunktion

y=¢e" =exp(r), e=2.71828...

Funktionalgleichung

insbesondere: e™* = 1/e”

Verzinsung

Endkapital bei Startkapital = nach n-facher Aus- bzw. Einzahlung einer Rate r (r < 0 bzw. r > 0) und
einem Zinsfaktor (1 + p)
1 "—1
A+p)—1
p
effektiver Jahreszins bei monatlicher Verzinsung mit Zinsfaktor 1 4 p,,

y=01+p)"z+

pi=(1+pn)?—1>12p,

Natiirlicher Logarithmus

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

T

y=¢" <& z=Iny

Funktionalgleichung

insbesondere: In(1/z) = —Inz
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Allgemeine Potenzfunktion und Logarithmus

y=a"=exp(zrlna), a>0

Umkehrfunktion
r=log,y, y>0

Zehner- und dualer Logarithmus: log = log,,, 1d = log,

Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen

att = a*al,  log,x+log,y = log,(zy),
Cls_t = as/ata loga T — loga Yy = lOg(Z(x/y)’
(@) = a” log, «' = tlog,x

Umrechnung zwischen verschiedenen Basen

log, * = log;, a log, x
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3.3 Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen

Sinus und Kosinus

17; 2 T T
t @
| 0| cost /1

-2 L
—27 -7 0
Identitéaten
e cost =sin(t + 7/2),
e cost = cos(—t), sint= —sin(—t),
e sin’t +cos’t = 1.
spezielle Werte
o[z [s[3 s
sin || 0] 3 |3v2]3Vv3 |1
cos || 1 %\/3 %\/5 % 0

Formel von Euler-Moivre

cost +isint = exp(it), te€R

Sinus und Kosinus: Real- und Imaginérteil komplexer Zahlen mit Betrag 1

(eit + efit)

(elt _ e—lt)

cost = Re el =

sint = Im e =

| 0] =

Additionstheoreme von Sinus und Kosinus

e cos(a+ ) = cosacos f — sinasin 3
e sin(a + ) = sin 5 cos o + sin a cos 8

2

insbesondere: cos(2a) = cos? a — sin® o, sin(2a) = 2sin acos a
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Tangens und Kotangens

spezielle Werte

o s[5 ] 3
tan 0 V3| 1] V3 | nicht def.
cot || nicht def. | v/3 |1 %\/3 0

Arkusfunktionen

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

arccos : [—1...1] = [7...0]
arcsin : [—1...1] = [-7/2...7/2]
arctan : [—o00...00] = [—7/2...7/2]

Harmonische Schwingung

x(t) = ccos(wt — 0)
Amplitude ¢ > 0, Phasenverschiebung §, Frequenz w bzw. Periode T' = 27 /w

X

A
§/w

e

(

-——T=27/w

dquivalente Darstellungen
z(t) = Recexp(i(wt — 0)) = a cos(wt) + bsin(wt)
mit a = ccos(d),b = c¢sin(9)

Uberlagerung harmonischer Schwingungen gleicher Frequenz
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Z ¢ cos(wt — ;) = ccos(wt — 0)

2
k=1

mit ¢ = /¢ + 2cos(6; — da)cica + 3

alternative Darstellung z(t) = ay cos(wt) + by, sin(wt)

v e =v/(ar + a2)? + (by + by)?

Modulierte Schwingung

2
cheiwkt _ c(t)ei‘:’t, c(t) _ CleiAwt + C2e—iAwt
k=1

mit @ = (w; + ws)/2 und Aw = (w; — wy)/2

periodisch bei rationalem Frequenzverhéltnis w; /wy

Hyperbelfunktionen

—4 -2 0 2 4 -3 -2-10 1 2 3
Hyperbolische Identititen

= —sinhz

)

cosh(—z) = coshx
) = sinhxcoshy + cosh x sinhy
)

= coshz coshy + sinh z sinh y

cosh?z —sinh?z = 1
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3.4 Folgen

Grenzwert

a = lim, . a, <

Ve >03n.VYn>n.: |a, —a|l <e¢

Rechenregeln fiir Grenzwerte
a, > aund b, - b —

o lim (a,+0b,) =a=+b

n—o0

e lim (a,b,) =ab

n—0o0

e lim (a,/b,) = a/b, fallsb # 0

n—o0

Cauchy-Kriterium

Konvergenz von (a,) <

Ve >0dn. Vi, k>n.: |aj —ag| <e
Monotone Konvergenz einer Folge
ap < api1 < -+ < ¢ = Konvergenz gegen Grenzwert a < ¢
analog: Konvergenz monoton fallender, nach unten beschrankter Folgen

Uneigentliche Grenzwerte

lim,, o a, = 0 &

Va>03dn,VYn >n,: a, > a

analog: a, — —o00

Limes Inferior und Limes Superior

lim a, = lim a,, a, = inf a;
n—00 n—oo— T k2n
lim a, = Ilim a,, a, = supag
n—r00 n—00 k>n

lim a, = a = lim a, = Konvergenz von (a,) gegen a
n—00 n—o00

Vergleichskriterium fiir Folgen
lima, = a, lime¢, =cund a, <b, <c¢, firn >ny —
a < limb, <limb, < c

a =c = Konvergenz von (b,)
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Haufungspunkt einer Folge

Grenzwert a einer konvergenten Teilfolge von (a,,)

& jedes Intervall (a — e,a + €), ¢ > 0, enthélt unendlich viele Folgenelemente

Rekursive Approximation von Pi

an, b, halbe Umfinge der um- bzw. einbeschriebenen (6 - 2")-Ecke eines Einheitskreises

~» rekursiv definierte, gegen m = 3.1415926535897932 . . . konvergene Folgen

2a,b,
an-l—lza —|—b s bn+1: \/an+1bn7 a0:2\/§760:3

Spezielle Grenzwerte von Folgen

ay, a= lim a,
n—o0
v/ 1
nq", |q| <1 0
n~“lnn, a>0 0
q"/n! 0
nl/n™ 0
(1+1/n)" e
(1—1/n)" 1/e
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3.5 Reihen

Grenzwert einer Reihe

Konvergenz < Konvergenz der Partialsummen

[o.¢] n
s = E a, < s= lim g ag
n—0o0
k=0 k=0
notwendig: lim,, .o, a, = 0

Geometrische Reihe

1
1+—q%—q2%—q3+—~"::1jja, |Q|<:1
Harmonische Reihe
1 N 1 N 1 n B
17273 -

allgemeiner: > 7 n~* Konvergenz < o > 1

Absolut konvergente Reihen
Konvergenz von

oo
2 laal
n=0

—> Konvergenz von Y a,, beliebige Umordnung der Summanden mdaglich
Majorante und Minorante einer Reihe

Z by <00 = Z la,| < oo falls |a,| < clby], n > ng
n

n

umgekehrt: Divergenz von ) |b,| == Divergenz von ) |a,|,

falls |a,| > c|b,| fiir alle bis auf endlich viele n

Quotientenkriterium

Ap+1
Qn,

<qe(0,1), n>mng

= absolute Konvergenz von ) a,

alternativ: 1im,,_oo|@n1|/|an| = ¢ € (0,1)

= Divergenz von ) a,
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Wurzelkriterium

Vianl < g <1, n>ng

= absolute Konvergenz »_ a,

alternativ: lim,, o0 V/]an| = ¢ < 1

Vian >1, n>ng

= Divergenz von _ a,

Leibniz-Kriterium

(ax) monotone Nullfolge = Konvergenz der alternierenden Reihe

k=0

Reihenrest: | Y777 ... | < |ang]

Eulersche Zahl

n—oo

\" =1
lim <1 + —> —e=) —, e=271828182845905. .
n 0 mn:

Spezielle Reihen

o0 a
Zaqk = a—|—aq—|—aq2+"':—a |Q|<1
l—gq
k=0
oo
1 1 1 1
)l - 2+ Z4...=1]n?2
> (=D 27371 !
k=1
il —1+1+1+ T
k2 22 32 6
k=1
il = 1+l+l+l+ =€
Lo 123l B
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3.6 Stetigkeit

Stetigkeit

T, —a =  f(z,) = fla) <

Ve > 030 : |f(z) — fla)| <e fur |z—a|] <.

Einseitige Stetigkeit

lim f(z)=f"(a), lim f(x)=f"(a)

T—a— T—a+

Regeln fiir stetige Funktionen

f und g stetig —
f£g9,  flg (g#0),  foy

stetig

Zwischenwertsatz

Annahme aller Werte zwischen f(a) und f(b) fiir stetige Funktionen

Satz vom Maximum und Minimum

Existenz von Minimum und Maximum fiir stetige Funktionen auf einem endlichen abgeschlossenen Intervall

Gleichmiflige Stetigkeit

Ve > 030, : |f(z) — fla)| <efir |z —a|l <e

(0 unabhéngig von a)

51



3.7 Differentiationsregeln

Ableitung

f'(a) = lim

h—0

alternative Schreibweisen: f'(z) = dy/dx = (d/dz) f(x)

fla+h) = f(a)
h

Tangente: y = f(a) + f'(a)(x — a)

Linearitit der Ableitung

(rf)=rf" (reR), (fxg)=[f+4

Ableitungen von Grundfunktionen

flx) | f'(z) f(z) f'(x)
c 0 ', r#0 ra’ !
1
er e” In|z| —
T
. . 1
sinx COS T arcsin _—
V1—a?
. 1
COS T —sinzx arccosx | —————
V1 — 22
9 1
tanx | tan“x + 1 arctan z
14 22
1 1
cotx —— arccot x -
sin® x 1+ 22
Produktregel
(f9) = f'g+fd
Quotientenregel

([)' _f9-1d
g g

insbesondere: (1/g) = —¢'/g*

52



Kettenregel

L o) = Flo)g @)
bzw. mit f(y) = z, g(x) =y
dz dz dy
de — dy dx

Ableitung der Umkehrfunktion

y:f(x)aI:fil(y) =

bzw. dx/dy = (dy/dz)™*

Logarithmische Ableitung

Fa) = @) mlf@)] (F#0)

~~ Differentiation von Funktionen der Form y = g(2)"® mit g(x) > 0
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3.8 Anwendungen

Satz von Rolle

fla)=f(b) = f'(¢)=0 fireincé€ (a,b)
allgemeiner: n Nullstellen von f einschlieflich Vielfachheiten ~» mindestens n — k Nullstellen von f®*)

Mittelwertsatz

f() = fla) = f'(t)(b—a) fireint € (a,b)

Fehlerfortpflanzung
absoluter Fehler

Ayl = [f'(@)[|Az| + o(Az)

relativer Fehler

01 _ (e b1 132
vl ‘('“”m) ] oA

Abschéatzung mit Hilfe geeigneter Schranken fiir f’

Landau-Symbole

fir z — xg

f@) =olg@) & lm |f@)|/lgl) =0

Regel von I’Hospital

fla) = 0= g(a) oder [f(a)] = o0 = [g(a)| =
f ()

@) @)
Mg g

falls der rechte Grenzwert existiert (gegebenenfalls im uneigentlichen Sinn)
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3.9 Taylor-Entwicklung

Taylor-Polynom

(n)
pal) = fla) + @) —a) + 4 LDy
interpoliert Ableitungen von f
Restglied i)
n+1
R= f(a) = pulo) = = 0

fiir ein ¢ zwischen a und z.

Newton-Verfahren

Toy1 = Tg — f(me)/f/(ifé)

quadratische Konvergenz gegen Nullstelle x, von f

|21 — 2] < ¢ |og— 2]

Taylor-Reihe

flz) = n(x—a)®, c¢p=— f(”)(a)

n=0

Konvergenz in einem Intervall (a — r,a + r) mit

_ -1
r= (lim |cn|1/")

n—oo

Binomialreihe

- —1 —1)(a—2
(I1+2)*= Z ((;)xk =1+ar+ —Q(O;' )x2 + ala 3)'(04 )x?’ +e
— ! !

konvergent fiir |z| < 1
Differentiation und Integration von Taylor-Reihen

f@) =30 cr(r — a)k ~

Fa) = S+ Dewle —a)f

Z ck—k_l(x — a)k

00
k=1

o

~
—~
s
U
)
I
)
+



Multiplikation von Taylor-Reihen

cr(x —a)f

(Z il = a)'“) (Z gr( — a)'“) =

o)

k=0

. k
mit C = ijo fkfjgj
Division von Taylor-Reihen
Koeffizienten von

ax) =) filzr—a)" /Y gz —a)f, g #0,

durch Koeffizientenvergleich aus der Identitét

(go+qu+..)gp+qu+...)=fo+fiv+..., u=x—a

Taylor-Entwicklung der Umkehrfunktion

Berechnung der Taylor-Koeffizienten der Umkehrfunktion g von f mit f’(a) # 0 im Punkt b = f(a) <

a = g(b) durch Differentiation von
9(f(2)) =z,
d.h.
g®) flla)=1 = g®), ¢"0)f(a)?+dg ) f"(a)=0 — ¢"(b),

Spezielle Taylor-Reihen

=, xk x?
e’ = k!—1+x+2!+ zeR
k=0
o0 k 2 3
ln(l—l—x):Z(—l)k+1%:x—%+%ﬁ:--- 1<z<1
k=1
0 2k+1 3 5
=S 1)k % T LT
smx—Z( 1) (2k+1)!—w 3!+5!j: reR
k=0
o0 2k 2 4
_ A ror o4
Cosx—Z(—l) (2]{:)!_1_ 51 —|—4! + zeR
k=0
0 2k+1 3 5
T 0 x
_ —1)* — - 47 4... 1
arctan x lg)( ) il T3 + 5 2| <
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3.10 Extremwerte und Funktionsuntersuchung

Extremwert

o globale Extrema

® Jokale Extrema

Extremwerte nur an den Nullstellen der Ableitung, Unstetigkeitsstellen oder Randpunkten

Extremwerttest

fla)=0,  f(a)>0  (f"(a) <0)
= lokales Minimum (Maximum) bei a

allgemeiner: Extremstelle, falls

flla)=f"a)=-=f""a)=0 und f"(a)#0,

mit n gerade

lokales Maximum (Minimum), falls ™ (a) < 0 (f™(a) > 0)

Wendepunkte

Nullstelle @ von f” mit Vorzeichenwechsel

hinreichend: f”(a) # 0

Asymptoten

lineare Funktion p(z) = ax + b mit

f(x) —p(zr) =0 fir = — oo oder x — —o0
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Funktionsuntersuchung

Bestimmung qualitativer Merkmale einer Funktion

e Symmetrien

Periodizitat

Unstetigkeitsstellen

Nullstellen (— Vorzeichen)

Extrema (— Monotoniebereiche)

Wendepunkte (— Konvexitétsbereiche)

Polstellen

Asymptoten
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Teil 4

Integralrechnung
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4.1 Bestimmtes und unbestimmtes Integral

Riemann-Integral

b b
[ s = i [ g = i 36 a0

mit A: a=1x9 <z <- - <x, =Dbeiner Zerlegung von [a, b], Axy = x) — xk_1, |A| der maximalen Linge

der Teilintervalle und &; einem beliebigem Punkt im k-ten Intervall

Eigenschaften des Integrals

e Linearitit: /rf:r/f, /f+g=/f+/g

e Monotonie: f<g = /fS/g

b c c
o Additivitit: / f+ / f= / f, insbesondere [ f=— [V f
a b a

Mittelwertsatz der Integralrechnung

g ohne Vorzeichenwechsel —
b b
/ fg= f(c)/ g fiir ein ¢ € [a, b]
insbesondere: fabf =(b—a)f(c)

Stammfunktion

/f(x)dx:F(x)+c, F'=f

beliebige Integrationskonstante ¢

Stammfunktionen einiger Grundfunktionen

(=) F(z) f(z) F(z)
¥, s# =1 |25 /(s +1) 1/x In |z|
exp(x) exp(x) In(x) zln(z) —x
sin T —COoST COS T sin
tan —In(cos z) sinzcosz | sin’(x)/2
1/(1+ 2?) arctan 1/v/1—22| arcsinx

Hauptsatz der Integralrechnung
b
|t =L =) - Fla), F=1
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4.2 Integrationsregeln

Partielle Integration

/ f(@)g(x)de = f(x)g(x) - / f(2)g (z) de

entsprechende Formel fiir bestimmte Integrale

/abf’gz [fg]Z—/abfg’

kein Randterm fiir periodische Funktionen mit Periodenlénge (b — a) und wenn eine der beiden Funktionen

an den Intervallendpunkten Null ist

Dirac- und Heaviside-Funktion

/R 5f = £(0)

verallgemeinerte Ableitung der Heavisideschen Sprungfunktion

1, firz >0
d=H'l H(z)=

0, sonst

Variablensubstitution
Substitution y = g(z) ~»
[ Ho@)g ) dz = Pty + e = [ ) dy

bzw.

b g(b)
/ f(9(2)) ¢ (x) dz = F(g(b)) — Flg(a)) = / Ty

fiir bestimmte Integrale
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4.3 Rationale Integranden

Elementare rationale Integranden

1
/axdf—b = aln|x+b/a|+c
/—dx —lrtnx_a +c
(x—a)2+b> p b
(x —a)dx 1
/m = iln((x—a)2+b2)+c

Elementare rationale Integranden mit mehrfachen Polstellen

1
/(a: —a) " Mr=—"(r—a) " +c
n
rekursive Berechnung bei quadratischen Faktoren ¢(z) = (x — a)? + b? fiir mehrfache komplex konjugierte

Polstellen

/c(x—a)—l—d B c d(x —a) d(2n—1)/ dx

dr = —
d@ T T gy T Wengley 2 ) o

Partialbruchzerlegung

Darstellung als Summe der drei elementaren Grundtypen

c clx —a)+d
(ax +b)""  ((x —a)®>+0b2)"

ar”,
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4.4 'Trigonometrische Integranden
Integration trigonometrischer Polynome
. Cr . ™
/chelkxdx:c+cox+ Z iem, /7T ... =27cg
lk|<n 07|k <n

Integration von Polynomen in sin(kx) und cos(kz) mit Hilfe der Formel von Euler-Moivre

Trigonometrische Substitutionen

Substitutionen fiir algebraische Integranden

r=asint: dx = acostdt Vva? —ax? = acost
r =atant : dr = a/ cos® tdt Vva?+ 2% =a/cost
T =a/cost: dr = asint/cos®t dt Va2 —a? = atant

Hyperbolische Substitutionen

Substitutionen fiir algebraische Integranden

x = asinht: dxr = acoshtdt V2 +a? = acosht
x =acosht: dr = asinht dt V1?2 —a? = asinht

Rationale Funktionen von Sinus und Kosinus

Substitution = = tan(t/2) ~»

1—22 2 2
/T(Cost,sint) dt = /7“ ’ : ’ dx
1+22 1422) 1+ 22

fiir eine beliebige rationale Funktion r

64



4.5 Uneigentliche Integrale

Uneigentliches Integral

Singularitét bei b (b = oo oder unbeschrankter Integrand)
b c
/ f = lim / f
a c—b— a

Grenzwert muss unabhéngig von der Wahl der Folgen ¢ — a+, d — b— sein

Singularitdt an beiden Grenzen:

hinreichend: absolute Intergrierbarkeit, d. h.

d
/ |f(z)] < const

fiir alle Teilintervalle [c, d] C (a, b)

Vergleichskriterium fiir uneigentliche Integrale
g absolut integrierbar, |f(z)| < ¢|g(z)|, a < x < b (Majorante)

— absolute Integrierbarkeit von f auf [a, b]

Gamma-Funktion

I'(x) :/ t*le7tdt, € (0,00)
0

Funktionalgleichung
[z +1) =al'(2)

insbesondere I'(n + 1) = n!

einfache Pole fiir z =0, —1, ...

65



66



Teil 5

Lineare Algebra
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5.1 Gruppen und Koérper

Gruppe
Menge G mit binédrer Operation ¢ : G X G — G
e Assoziativitit: (aob)oc=ao (boc)
e Neutrales Element: 3le € G: eca=aoe=a

e Inverses Element: a ¢ ail = ail Sa=e

kommutativ oder abelsch < aob=bca

Untergruppe

Teilmenge U einer Gruppe G

abgeschlossen unter der Gruppenoperation von G, d.h.

a,becU = acobel, acU = a'leU

Permutationen und symmetrische Gruppe

Gruppe S,, der Bijektionen auf {1,2,... n}

n! Elemente

Zyklenschreibweise von Permutationen

Zyklus: Bilder eines Elementes bei mehrfacher Ausfiihrung der Permutation

~ Zerlegung von 7 € S, z.B.

T = L2340 =(146) (23) (5) bzw. 7= (146) (23)
4 3 26 51

Transposition und Signum einer Permutation

7 = (7 k): Vertauschung von j und k

~» Produktdarstellung von Permutationen
T=T10 0Ty

Vorzeichen (Signum) einer Permutation: o(7) = (—1)"
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Korper

Menge K, auf der eine Addition 4+ und eine Multiplikation - definiert sind
e (K, +): abelsche Gruppe mit neutralem Element 0

a+b = b+ta
(a+b)+c = a+(b+¢)
a+0 = a

a+(—a) = 0

e (K\{0},-): abelsche Gruppe mit neutralem Element 1

e Distributivgesetz: a- (b+¢)=a-b+a-c

Primkorper

Z,=40,1,...,p—1}, p: Primzahl

Korper unter Addition und Multiplikation modulo p

Chinesischer Restsatz

Kongruenzen

r = a; mod py

r = a, mod p,

eindeutige Losung = € {0,..., P — 1}, P = py - - - p,, fur teilerfremde Zahlen py, . ..

n

v =Y aQi(P/py) mod P, Qu(P/pi) =1 mod py

k=1
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5.2 Vektorriaume

Vektorraum

abelsche Gruppe (V,+), auf der eine Skalarmultiplikation - mit Elementen aus einem Koérper K mit den

folgenden Eigenschaften definiert ist

()\1"‘)\2)'1} = )\1‘?)4‘)\2'1]
A(vi+w) = Avp+ X0,
(/\1')\2)'1} = /\1'(/\2'?})

l-v = v
Vektorraum der n-Tupel
ai
K": a= : =(ay,...,a,)" a €K
an

komponentenweise definierte Addition und Skalarmultiplikation
a by a; + by a A
R™ (C™): n-Tupel reeller (komplexer) Zahlen

Unterraum

Teilmenge U eines K-Vektorraums V', die bzgl. der Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist:

uvel — u+vel

AeKuelU = MNuelU

Linearkombination

)\1'U1+)\2"U2+""|‘>\m'vm:Z)\i'Ui
=1

lineare Hiille span(U): Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus U
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Konvexkombination

)\1U1+)\2U2+"'+>\m1}m, )\ZZO,Z)\lzl
konvexe Hiille conv(U): Menge aller Konvexkombinationen von Vektoren aus U

Lineare Unabhingigkeit

linear unabhéngig:

a1+, =0 = o =---=qa,=0

linear abhéingig:

o, ...,an) 0 aqvy + -+ + vy, =0

(nicht-triviale Darstellung des Nullvektors)

Basis

B ={by,bs,...} CV Basis &

eindeutige Darstellbarkeit der Vektoren v des Vektorraums V' als Linearkombination

v = Z)\kbk
k

& by, linear unabhéngig und span(by, by, ...) =V

Dimension: dim'V = |B)|
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5.3 Skalarprodukt und Norm

Reelles Skalarprodukt
Bilinearform (-,-) : V" x V' — R auf einem reellen Vektorraum V' mit folgenden Eigenschaften

e Positivitat:

(v,v) >0 fiir v #0
e Symmetrie:

(u,v) = (v, u)

e Linearitat:

(A + ov,w) = Mu, w) + o(v, w)

Komplexes Skalarprodukt
Abbildung (-,-) : V x V — C auf einem komplexen Vektroraum V' mit folgenden Eigenschaften

e Positivitat:

(v,v) >0 fiir v #0

e Schiefsymmetrie:

e Linearitat:

(A + ov,w) = Mu, w) + o(v, w)

Euklidisches Skalarprodukt

y'r=x101 + -+ Ty

assoziierte Norm

2l = VIAP ot P

Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[(u, ) < fulfo],  |w] = {w,w)
Gleichheit genau dann wenn u || v
bei reellem Skalarprodukt Definition eines Winkels o € [0, 7] via

(v, v)

coso =
[ulfv]
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Norm

Abbildung || - || : V' — R mit den folgenden Eigenschaften

e Positivitat:

vl >0 fiir v+#0

e Homogenitét:

[[Av]l = [A[llv]]

e Dreiecksungleichung:

w4 vl < lull +[jv]]
Norm, assoziiert mit einem Skalarprodukt

u = /(u, v)

Orthogonale Basis

orthonormal, falls |ug| =1

eindeutige Darstellung

Norm: [vf? = [e1 [*ual® + -+ - + |en[* un]?

Orthogonale Projektion

Abbildung auf einen Unterraum U eines Vektorraums V'
v Py(v)eU CV, (v—Py(v),uy=0 YueU

uy, . . ., u orthogonale Basis von U —>

Verfahren von Gram-Schmidt

induktive Orthogonalisierung einer Basis by, ..., b,

b
uj:bj—ZMuk, j=1,...,n

o= (un, )

|(ug, ug)| = 1 bel Normierung, u; <— u;/|u;|, nach jedem Schritt
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5.4 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildung
Abbildung L : V — W zwischen Vektorrdaumen
e additiv:
L(u+wv) = L(u) + L(v)
e homogen:
L(A\v) = AL(v)
insbesondere: L(0y) = Oy, L(—v) = —L(v)
Komposition linearer Abbildungen

Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen S :U — V, T :V — W
~ lineare Abbildung

ToS:U—=W, (ToS)(u)=T(S(u))

Matrix

Rechteckschema mit m Zeilen und n Spalten

a;ix Qa2 - Qp

ag1 Q22 -+  A2p
A = (aij) =

am1 Am2 - Amn

komponentenweise Definition von Operationen

C:Aj:B(:)cij:aij:I:bij, B:)\A@b”:)\a”

Matrix einer linearen Abbildung

lineare Abbildung L : V' +—— W zwischen Vektorrdumen mit Basen F = {eq,...,e,} und F' = {f1,...

eindeutig bestimmt durch die Bilder der Basisvektoren
L(ej) = arjfi+ -+ amjfm

~ lineare Abbildung der Koordinaten

n
wp = Avg & W; = E a; ;V;, 1=1,...,m
J=1

Affine Abbildung

affine Abbildung f : R® — R™:
flz)=Az+v
v: Bild des Nullvektors

A: m x n-Matrix mit Spalten ay.,,, = f(ex) — v
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Basiswechsel

Transformation der Koordinaten bei einem Basiswechsel £ — E'

v = Avg, e = E a;ie;

J

Bild und Kern

lineare Abbildung L : V — W

KernL = {veV: Lv)=0} CV
BildL = {weW: JveV mit L(v) =w} CW
dimV < oo =

dim V' = dim Kern(L) + dim Bild(L)

Inverse Abbildung

L:V — W injektiv <& Kern L = 0y

~~ lineare Umkehrabbildung

76



5.5 Matrizrechnung

Matrix-Multiplikation

A:mxn, B:nx{l~C:mx/{

n
j=1
Komposition der linearen Abbildungen v — v = Bu, v +— w = Av

i.a. nicht kommutativ

Inverse Matrix

AAT' = ATTA=F
Invertierung von Matrixprodukten: (AB)~! = B~1A™!

Transponierte, adjungierte, symmetrische und hermitesche Matrix
transponierte Matrix
B=A4" & b@j = Qj;
symmetrisch: A = A?
adjungierte Matrix
C =A% = /_lt = Cij = dj,i
selbst-adjungiert oder Hermitesch: A = A*

Regeln
(AB)' = B'A' und (AB)* = B*A*,
(At)—l — (A—l)t und (A*)—l — (A_l)*

Spur einer Matrix

n

Spur(A) = Zakk

k=1
Regeln
Spur(AB) = Spur(BA), Spur(T 'AT) = Spur(A)

Rang einer Matrix

maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten bzw. Zeilen
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Matrix-Norm

zugeordnet

[ Az]|

| Al| = sup =—+ = max || Az|
20 ||zl lel=t

submultiplikativ, d.h. ||AB|| < ||A|||| B||

euklische Norm

|Alls = max{V/\: A*Av = Av}
Zeilensummennorm

1A oo = max )y fa|
/ k

Orthogonale und unitire Matrix

unitéar: Spalten bilden orthonormale Basis

orthogonal: Spezialfall reeller Matrizen, A=! = A

Invarianz der euklidischen Norm: |Av| = |v|

Normale Matrizen

Anormal & AA*=A*A, A*=A*
bzw. AAt = A'A fiir reelles A

unitér, hermitesch, orthogonal oder symmetrisch = normal
Zyklische Matrizen
generiert durch zyklisches Verschieben der ersten Spalte

ap QAp-1 Qap—2
5] Qo Qp—1

a2 ai Qo

zyklische Struktur kompatibel mit Matrixmultiplikation

Positiv definite Matrix

v'Av >0 Yo #£0

positive Diagonalelemente und Eigenwerte, positiv definite Inverse

semidefinit, falls v*Av > 0
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5.6 Determinanten

Determinante

Schreibweisen

aix -0 Qin
det A =det(ay,...,a,) = |A| =
Qp1 -+ App
mit a; den Spalten von A

definierende Eigenschaften

o Multilineariat:

det(...,aa; + fbj,...) = adet(...,a;j,...)+ Bdet(...,b;,...)

e Antisymmetrie:

det(...,a;,...,ax,...) =—det(...,ak,...,a;,...)

e Normierung:

det(eq,...,e,) =1, (ex), = Oke

fir die Einheitsvektoren e,

Entwicklung als Summe n-facher Produkte

det A = Z o) a1 ipym

i€Sn

mit o(i) dem Vorzeichen der Permutation (iy,...,1,)

Determinante als Volumen

Volumen des von aq, ..., a, aufgespannten Spats

| det A| = vol {Z oa;: 0<a; < 1} = vol (A0, 1]")

i=1
Determinanten spezieller Matrizen
e Dreiecksmatrix: a;; = 0 fiir ¢ < j oder i > j =
det A=ay; - apy
e Blockdiagonalmatrix: Blockstruktur mit A;; = 0, ¢ # j, und quadratischen Diagonalblocken A;; =

k

i=1
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e Orthogonale und unitidre Matrizen:

|detU| =1

Eigenschaften von Determinanten

det A
e invariant bei Addition eines Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderen Spalte (Zeile)
e null bei zwei gleichen Spalten (Zeilen)
e Vorzeichendnderung bei Vertauschung von Spalten (Zeilen)

~ sukzessive Transformation auf Dreiecksform

Regeln
detA = detA", det(A™) = (detA)™', det(AB) = (detA)(detB)

Entwicklungssatz fiir Determinanten

(=1)**ay; det Ay;  (Entwicklung nach Zeile k)

-

det A =

1

J
(—1)"*a, det Asy (Entwicklung nach Spalte 1)

I

@
I
—

mit /L»j der Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile j-ten Spalte entsteht
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5.7 Lineare Gleichungssysteme und Ausgleichsprobleme

Lineares Gleichungssystem

a1 + 0+ aax, = b

Am,121 + -+ AmnTn = bm
homogen (inhomogen): b =0 (b # 0)
iiberbestimmt, falls unlésbar (im Allgemeinen fiir m > n)

unterbestimmt, falls keine eindeutige Losung (im Allgemeinen fiir m < n)

Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems

Ar = ayxy + - apx, = b e R™

mit a; den Spalten von A

(i) homogenenes System (b = 0):
immer losbar, linearer Losungsraum Kern A

eindeutige Losung x = 0, falls a; linear unabhéngig

(i) inhomogenes System (b # 0):

losbar genau dann wenn b € Bild A (b als Linearkombination von a; darstellbar)

affiner Losungsraum

z, + Kern A

mit einer speziellen Losung x,

eindeutig, falls Kern A = 0

Cramersche Regel

Ar =0 & xidetA:det(al,...,ai_l,b,aiﬂ,...,an)

mit a, den Spalten der quadratischen Matrix A
eindeutige Losung fiir belibieges b, falls det A #£ 0

b = e; (Einheitsvektoren) ~» Koeffizienten der Inversen C' = A~!

B det(al, vy Ai—1,€5, Ajq 1, - - ,CLn)
det A

Ci,j
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Riickwiarts-Einsetzen

ra - Tin X1 by

0 Tnmn T, b,

sukzessive Berechnung der Unbekannten

= (by — rppp1%041 — - — Tony) [Tee, (=mn,...,1

Gaufl-Elimination

Transformation auf obere Dreiecksform

nach ¢ — 1 Schritten

111 + ai2x2 + ... + ATy A+ ...+ QG aT, =
Q222 + ... + A2 ¢y + ... + A2 nTn =

Qp Xy + ...+ Q¢ nln =

Quy10Ty + ...+ QupipTy =

ApeTy + ... +  AppTp, =

l-ter Eliminationsschritt
e evtl. Vertauschung von Zeilen, so dass ass # 0

e Subtraktion von Vielfachen der ¢-ten Zeile:
firi>/und j > ¢

Qij < Qij — Girg, bi < b —qibe (g = aie/ase)

~» Nullen unterhalb von ay,

Zeilenstufenform eines Gleichungssystems

0..0 p1 *.x
0 0.0 pp . o

Tn

mit Pivots py,...,px # 0, k = Rang A

sukzessive Umformung analog zur Gaufl-Elimination

Losung eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform
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€ &1

Iy Cm
mit Pivots py,...,pr #0
losbar genau dann wenn cxq = -+ =¢,, =0
(i) k = n ~ eindeutige Losung

(ii) K < n ~» n — k linear unabhéngige Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems (¢; = 0)

Unbekannte, die den Spalten ohne Pivots entsprechen, frei wahlbar
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5.8 Eigenwerte, Normalformen und Singulidrwertzerlegung

Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Eigenvektor v zum Eigenwert \ einer quadratischen Matrix A
Av =X v, v#0

Eigenraum: V) = Kern(A — \E)

Ahnlichkeitstransformation

Basiswechsel

A— B=QtAQ

erhélt Eigenwerte

v Eigenvektor von A <  w = Q@ 'v Eigenvektor von B

Charakteristisches Polynom

ail — A a12 e Q1n
a oo — A ... Qo
pa(\) = det(A — \E) = o ?
anl a/n2 . e ann — )\

= =N (= A)

Eigenwerte A\;: Nullstellen von p4

Zn:)\k = Spur A, ﬁ)\k =det A
k=1 k=1

Eigenvektoren v: nicht-triviale Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems
(A—AXE)v =0

Konstruktion einer Basis fiir den Eigenraum V) = Kern(A — AF) durch Transformation auf Zeilenstufen-

form

Algebraische und geometrische Vielfachheit

algebraische Vielfachheit m,: Ordnung der Nullstelle des charakteristischen Polynoms
pa(A) = det(A — AE,)

geometrische Vielfachheit dy: Dimension des Figenraums V) = Kern(A — AE,,)

Beziehungen zwischen m und d

dy < my, Zm,\ =n, dy=n—Rang(A— \E)
)
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Summe und Produkt von Eigenwerten

i)\k = Spur A, ﬁ)\k =det A
k=1 k=1

mehrfache Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheit gezéhlt

Basis aus Eigenvektoren

Basis aus Eigenvektoren v mit Eigenwerten A\, zu A ~» Diagonalisierung

VAV =diag(A\y, .., \), V= (v1,...,0)
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5.9 Normalformen

Diagonalisierung zyklischer Matrizen

Eigenvektoren: Spalten der Fourier-Matrix

=U,...y

Diagonalform
ag  Qp_ a
0 1 1 N 0
lW ai agp as W—
n
0 An
ap—1 QGp-2 - )
mit den Eigenwerten
n—1
Ao = Zakw*ké, (=0,....n—1
k=0
Unitéire Diagonalisierung
A normal, d.h. A*A = AA* <
U AU = diag(\y, ..., \n)

mit einer unitdren Matrix U (Spalten: orthonormale Basis aus Eigenvektoren)

Diagonalisierung hermitescher Matrizen

A = A" = reelle Eigenwerte und Orthonormalbasis aus Eigenvektoren wuy

U*AU = diag(Ay, ..., \n),
hermitesch < symmetrisch fiir reelle Matrizen

Rayleigh-Quotient

S hermitesch positiv definit =—
(x) x*Sx
rs(x) = ,
s xT*x

fiir kleinsten und grofiten Eigenwert extremal

Jordan-Form

Ahnlichkeitstranformation auf die Blockdiagonalform

J = =Q'4Q,

mit \; den Eigenwerten von A
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Dominanter Eigenwert

A betragsméafig groBiter Eigenwert von A mit Eigenvektor v =
Az = N"(cv +o(1)), n— o0,
falls x eine nichttriviale Komponente im Eigenraum von A hat

Konvergenz von Matrix-Potenzen

A" 50 & |\ <1Vk

A" beschrankt < |\ < 1VEk und |\;| = 1 nur fiir Eigenwerte mit gleicher algebraischer und geome-
trischer Vielfachheit

Divergenz von A™ in allen anderen Féllen
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5.10 Ausgleichsprobleme

Ausgleichsgerade

lineare Approximation von Daten (t, fx) durch Minimierung der Fehlerquadratsumme

n

> (fe—pt)), pt) =u+ vt

k=1

eindeutig losbar bei mindestens zwei verschiedenen Abszissen t;

) f) = (Ct)tif) _ nltf) — )2 1)
n(2_t7) — (2 t)? ’ n(3_t7) — (2 t)?

u =

Normalengleichungen

|Az — b - min & A'Az = A%

eindeutige Losung z, falls die Spalten von A linear unabhéngig sind

Singuldrwert-Zerlegung

UAV =S = S9 , S > >8> Sy =---=0

mit £ = Rang A
singuldre Werte s;: Wurzeln der Eigenwerte von A*A

Spalten u; von U und v; von V: orthonormale Basen aus Eigenvektoren von AA* bzw. A*A
k
Av; = sju;, Az = Z si(vi)u;
i=1

Pseudo-Inverse

At =VStu*, ST =diag(1/s1,...,1/5:,0,...,0)

mit s; > 0 den Singuldrwerten von A

x = ATb: Minimum-Norm-Lésung des Ausgleichsproblems |Ax — b| — min
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5.11 Orthogonale Transformationen und Quadriken

Spiegelung

(orthogonale) Spiegelungsmatrix

2
= F— ——dd"
¢ |d?

mit d einem Normalenvektor der Spiegelungsebene

Drehung

Drehung um den Winkel ¢ in der z;z;-Ebene ~» Drehmatrix @); ;

Zeilei — c -8

Zeile 3 — S c

mit ¢ = cose und s =sin

@ orthogonal, det) =1 —
i<j

Drehung im Raum

x> Qr = cospx+ (1 — cos p)uu's + sinpu x x

mit normierter Drehachsenrichtung u, Drehwinkel ¢ (orientiert wie eine Rechtsschraube) und x dem

Kreuzprodukt

Qu=u, cosp=(Spur@ — 1)/2
entsprechende Drehmatrix

Q: qx = cosp g+ (1 —cosp) uug + sinp Z Eijkl;
J
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Drehachse und Drehwinkel

Jede Drehung Q im R? besitzt eine Drehachse, d.h. lisst einen Einheitsvektor u invariant, und entspricht

einer ebenen Drehung um einen Winkel ¢ in der zu u orthogonalen Ebene.

Beziiglich eines orthonormalen Rechtssystems u, v, w besitzt Q die Matrixdarstellung

1 0 0
Q=] 0 cos p —singp
0 sing cosy

Insbesondere gilt fiir den Drehwinkel

(Spur@ —1) .

N —

cosp =
Quadrik

Q:r'Ax+ 2b'z +¢c=0

homogene Form: Q : #'A% = 0 mit

. c|bt ~
A= ;= (12, ..., 1)
bl A

o kegelige Quadrik: Rang A = Rang A

Klassifizierung

e Mittelpunktsquadrik: Rang A = Rang A + 1

e parabolische Quadrik: Rang A = Rang A + 2

Hauptachsentransformation

Drehung und Verschiebung ~» Normalform
2 Ax 4+ 20 + ¢ = Z)\iw?+25wm+1+’y, r=Uw+v
i=1
mit m = Rang A und v =10
Spalten der Drehmatrix U: Eigenvektoren u; (Hauptachsen) zu den Eigenwerten \; von A

Verschiebungsvektor v: Mittelpunkt der Quadrik
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Kegelschnitt

Doppel-Kegel mit Spitze p (ps # 0), Richtung v und Offnungswinkel o
K: (z—p)v= j:cos% |z — pl|v|

Schnitt mit der Ebene E : z3 = 0 ~» ebene Quadrik

Typ bestimmt durch Winkel 5 der Achse mit der Ebene F

Ellipse: 8 > «/2 Parabel: § = «/2 Hyperbel: 8 < a/2
Euklidische Normalformen der zweidimensionalen Quadriken

o Kegelige Quadriken

Normalform Bezeichnung
.’1)2 £U2
<+ % =0 | Punkt

1 2
Z—; — Z—% = 0 | schneidendes Geradenpaar

1 2

Z—; = 0 | Doppelgerade
1

e Mittelpunktsquadriken

Normalform Bezeichnung
12 372
4+ =3 +1=0| (leere Menge)

1 2

Z—z — Z—§ + 1 =0 | Hyperbel
1 2

—o 41— 0| Ellipse
ay as

2 41=0 (leere Menge)

—é + 1 =0 | paralleles Geradenpaar
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e Parabolische Quadriken

Normalform | Bezeichnung

z—i + 2z9 = 0 | Parabel
1

Euklidische Normalformen der dreidimensionalen Quadriken

o Kegelige Quadriken

Normalform Bezeichnung

Punkt

248,

%_

EGH

%_

QlH
ooty
I
(@)

(Doppel-)Kegel

S

%_

Suhts
|
Sekfo
|
o

Gerade

845,
%_
édék
I
(e

schneidende Ebenen

S48,
|
S
[
o

Doppelebene

QlH
oo
I
(@]

e Mittelpunktsquadriken

Normalform Bezeichnung
IE2 IE2 .T2
S+ 3+ 3 +1=0] (leere Menge)
1 2 3
z—; + j—% — j—% + 1 =0 | zweischaliges Hyperboloid
1 2 3
ZE2 ZE2 ZE2 . . .
= — % — 3 +1=0 | einschaliges Hyperboloid
1 2 3
.’,Uz .’,Uz .’,Uz . .
-4 — = — =3 +1=0 | Ellipsoid
1 2 3
Zé + %% +1=0 | (leere Menge)
1 2
Z—z — Z—§ + 1 =0 | hyperbolischer Zylinder
1 2
—é — % + 1 =0 | elliptischer Zylinder
al a2
2—3 +1=0 | (leere Menge)
1
—2—2 + 1 =0 | parallele Ebenen
1
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e Parabolische Quadriken

Normalform

Bezeichnung

22 2
a—%+—2+2$320
22 2
a—%——2+21’3:0
1

—j+23§'2:0

elliptisches Paraboloid
hyperbolisches Paraboloid

parabolischer Zylinder
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Teil 6

Differentialrechnung mehrerer
Veranderlicher
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6.1 Topologie von Mengen

Umgebung
e-Umgebung eines Punktes z € R™:

Be(z) ={y:ly—=| <e}
Umgebung U von z: Menge, die eine e-Umgebung von x enthalt
Offene Menge

D offen
& jeder Punkt in D besitzt eine Umgebung in D

< Komplement von D abgeschlossen

Inneres D einer (beliebigen) Menge D: alle Punkte in D mit einer Umgebung in D

Abgeschlossene Menge

D abgeschlossen
< jede konvergente Folge von Punkten in D besitzt einen Grenzwert in D

< Komplement von D offen

Abschluss D einer (beliebigen) Menge D: Menge aller Grenzwerte von Folgen in D

Rand einer Menge

oD =D\ D

Punkte, die keine Umgebung besitzen, die ganz in D oder im Komplement von D liegt

Kompakte Menge

kompakt <« beschriankt und abgeschlossen

dquivalente Charakterisierungen
e Jede Folge in D besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in D.

e Jede Uberdeckung von D mit offenen Mengen besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
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6.2 Funktionen

Multivariate Funktionen

fR*"DD—=R" - f(x)
skalar- (m = 1) oder vektorwertig (m > 1)
Graph: {(z, f(2)) : = € D}
Niveauflichen: {x € D: f(x) = ¢}

Multivariate Polynome

p(z) = E anr®, =2 a; € Ny
(07

totaler Grad < m: Y a < m, Dimension (m: n)

maximaler Grad < m: maxy oy, < m, Dimension (m + 1)"

m+n71)

homogen vom Grad m: Y o = m, Dimension (
n—1

Stetigkeit multivariater Funktionen

D>z —2 = lim f(x) = f(x)

k—o0

Extremwerte stetiger Funktionen

Existenz von Minimum und Maximum auf einer kompakten Menge

Aquivalenz von Vektornormen

allzll < fzf < eoflx]| Vo e R

Lipschitz-Stetigkeit

f (@) = fWll < clle —yll Va,yeD

fiir konvexe Mengen

¢ <sup |f'(7)]|
zeD

kontrahierend: ¢ < 1
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6.3 Konvergenz

Konvergenz einer Vektor-Folge

lim z, = x bzw. 2, — z fur k — o0 &
k—o0

Ve > 03k, : |zp —x| <e firk > k.
& Konvergenz aller Komponenten

Cauchy-Kriterium fiir Vektor-Folgen

Ve > 03k, |xp—ap| <e fiir 6,k > k.

& Cauchy-Konvergenz aller Komponenten

Kontrahierende Abbildung

g:D — D, lg(x) —g()|| <cllz —yl| Va,ye D

mit Kontraktionskonstante ¢ < 1

fiir konvexe Mengen

¢ <supllg'(z)]|
zeD

mit ¢’ der Jacobi-Matrix

Banachscher Fixpunktsatz

g: kontrahierende Selbstabbildung einer nichtleeren abgeschlossenen Menge D C R”, d.h.
e D=D
ereD = g(x)e D

¢ llg(z) =gl <clle =yl Vr,yeD

mit ¢ < 1
—> Existenz eines eindeutigen Fixpunktes z, = g(z.) € D

lineare Konvergenz einer Iterationsfolge ()

CE

|22 — | < 1 |21 — ol

—C
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6.4 Partielle Ableitungen

Partielle Ableitungen

0f = fo= g () = lim :
Ableitung der univariaten Funktion x; — f(x1,...,2;,...,2,), bel der die Variablen x;, j # 4, als Kon-

stanten betrachtet werden

Mehrfache partielle Ableitungen

O f

iUdy

Multiindex-Notation
Of =0 -0, f, a=(a1,...,0q), a; €Ny

0,0, f = 0;0; fiir glatte Funktionen f

Vertauschbarkeit partieller Ableitungen

Sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion f stetig, so gilt

Fiir hinreichend glatte Funktionen ist also die Reihenfolge partieller Ableitungen vertauschbar. Insbeson-

dere rechtfertigt dies die Multiindex-Schreibweise.

Totale Ableitung und Jacobi-Matrix

f(@+h) = fx)+ f(z)h+o(h]), |h] =0

Jacobi-Matrix

ofi ... Oufi
b e Ofr, o fa) _
F=Jr= oy, ..., zn) G
Orfm - Onfm
Differential
_of of
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6.5 Ableitungsregeln

Multivariate Kettenregel

h=gof:x—y=flz)—z=gy)

Hintereinanderschaltung ~~ Multiplikation der Jacobi-Matrizen

/ 7 / 0z = 821%
W(z) =gy f(z), ox. ; 0y, Oxy,

Richtungsableitung

0./(x) = lim )

fla+ho) = f(x) _ (%f(:c i w)) =L

bei skalarer Funktion: Anstieg von f in Richtung v, maximal fir v || grad f
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6.6 Lineare Approximation und Taylor-Entwicklung

Tangente

Kurve C': t+— f(t)
f'(to) # 0 ~> beriihrende Gerade

g: [(to) + f'(to)(t —to), teR

f'(ty) = 0 ~» abrupte Anderung der Tangentenrichtung méglich

Tangentialebene
implizit definierte Flache
S:f(ry,...,x,) =c
grad f(p) # 0 ~» Tangentialebene
E: (grad f(p))" (z —p) =0

Tangentialebene fiir den Graph einer Funktion z — y =g (z1,... ,Z5_1)
n—1
E:y—glq) =Y dg(q) (x:i — q:)
i=1

Multivariate Taylor-Approximation

fe) = 32 oS @) —a) + R, Je—al <,

la|<n
mit a! = aq!- - ap,!
Restglied
1
R= Z —0%f(u)(x —a)*, u=a+6(zx—a),

al
|a|l=n+1

fir ein 6 € [0, 1]

Hesse-Matrix

quadratische Taylor-Approximation einer skalaren Funktion f

Fan. ) = f(a) + (grad f(@))" (z — a) + ~(z — ) H f(a)(z — a) + -

2
mit
8181f((1,) T 018nf(a)
H f(a) =
OO f(a) -+ 0,0.f(a)
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6.7 Anwendungen

Umkehrfunktion

f: R = R" f(x,) invertierbar —>

f in Umgebung U von z, bijektiv, y = f(z) < x = ¢g(y), und

Implizite Funktionen
f: R"xR™ = R" f(x,,y.) =0 mit det f (24, y:) #0 =
Gleichungen
felxy, o Tyt ym) =0, kE=1,...n,
lokal nach z auflosbar: © = p(y), y = v«
Jacobi-Matrix
¢ ==(fo)7'fy

Fehlerfortpflanzung bei multivariaten Funktionen

absoluter Fehler

relativer Fehler

Ay Axq Az,
_%CI_+"'+cn_
Yl |21 ||
mit den Konditionszahlen
o 9y |zil
b Oxy Y|

Steilster Abstieg

iterative Minimierung multivariater Funktionen
r—y:  fly) =minf(z+1td), d=—gradf(z)

Konvergenz gegen kritische Punkte: grad f(z,) =0

Multivariates Newton-Verfahren
nichtlineares Gleichungssystem

files) == falz,) =0, =z, €R"
iterative Approximation der Losung x,

Tneu = Talt — AI; f/<xalt)Ax = f(xalt)
det f'(z,) # 0 = lokal quadratische Konvergenz

‘xneu — I*| S & ’xalt — T 2
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6.8 Extremwerte

Kritischer Punkt

grad f(z,) = 0, Typbestimmung mit Eigenwerten )\, der Hesse-Matrix H f(z,)
e Flachpunkt: A\, =0
e clliptischer Punkt: A\, # 0, gleiches Vorzeichen
e hyperbolischer Punkt: 3 A\; mit verschiedenem Vorzeichen

e parabolischer Punkt: A\, gleiches Vorzeichen, mindestens ein A\ null

Extrema multivariater Funktionen

innerer Punkt:

z. lokales Extremum —

grad f(z,) =0
Minimum (Maximum), falls Eigenwerte der Hesse-Matrix H positiv (negativ)
bei zwei Variablen: det H > 0 und Spur H > 0 (< 0)

Randpunkt:
Richtungsableitung 0, f(z,) > 0 (< 0) fiir jede ins Innere zeigende Richtung v
Lagrange-Multiplikatoren

x, lokale Extremstelle von f unter den Nebenbedingungen gx(z) = 0,
Rang ¢'(z,) maximal =

d Lagrange-Multiplikatoren A\, mit
fl(z.) = Ng'(z.)

Kuhn-Tucker-Bedingung

x, lokales Minimum von f unter den Nebenbedingungen g¢;(x) > 0,
Gradienten der aktiven Gleichungen linear unabhéngig —-

3 Lagrange-Multiplikatoren Ay > 0 mit
grad f(z,) Z)\k grad gx(z.) Z)\kgk Ty) =

(At < 0 bei lokalem Maximum)
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Teil 7

Mehrdimensionale Integration
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7.1 Mehrdimensionale Integrale

Simplex
konvexe Hiille von n 4 1 affin unabhéngigen Punkten py,...,p, in R"
S:{x:Zakpk : Zakzl, ar >0}

k k
Volumen

1

vol § = m| det(p1 — po, - - - s Pn — Do)
Parallelepiped
aufgespannt von linear unabhéngigen Vektoren aq,...,a, in R”
P:{x:Zaiai: 0<a; <1}
Volumen
vol P = |det(ay, ..., a,)]

Integrationsbereich
Elementarbereich:

begrenzt durch Graphen stetiger Funktionen nach geeigneter orthogonaler Koordinatentransformation

ap <z <

as(xq) < g < by(xq)

an(xlv oo 7xn—1) S Tp S bn(xlv oo 7mn—1)

regulérer Bereich:

bis auf Randkurven bzw. -flichen disjunkte endliche Vereinigung von Elementarbereichen

Mehrdimensionales Integral

Grenzwert von Riemann-Summen iiber reguldrem Bereich

dV = 1li P)AV;, AV =vol(V;), P; ;
/f V= lim > S(P)AV, AV =vol(Vi), Py € Vi,
v 7

mit |A| dem maximalen Durchmesser der V; (i.a. Simplizes oder Parallelepipede)

alternative Schreibweisen: [ f(xy,...,x,)dxy ... dz,, [, f
%
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Satz von Fubini

Integral {iber Elementarbereich V' : a;(xq,...,xj_1) < x; < bj(1,...,2j-1)

by ba2(z1)  ba(x1,..., Trn—1)

/fdv // / flxy, .o ) day, - -

ai (J,Q(xl ..... Ctn_l)

unabhéngig von der Reihenfolge der Variablen, z.B.

b d d b
| [ sz dydwzf/fmy dudy

108

dQJgd.ﬁCl



7.2 Variablentransformation

Transformation mehrdimensionaler Integrale

/fogldetg’!dUZ/de, V= g(U),
U 1%

fiir eine bijektiveTransformation g mit det ¢’(z) # 0, x € U

Spalten von ¢’ orthogonal —

n

dg
det ¢'| =
| det | ]1 o
y = g(x) = Az + b (affine Transformation) —
dy = |det A| dz

Volumenelement in Zylinderkoordinaten

r=p0cosp, yYy=opsinp, z=z — drdydz=pdodpdz

Integral iiber einen Zylinder Z : 0 < 0 < 9o, 0 < 2 < 2

/Zf=/OZO/O%/OQOf(Q,%Z)Qde@dz

Volumenelement in Kugelkoordinaten

r=rsindcosp, y=rsindsing, z=rcost?d = drdydz=r’sinddrdddy

Integral iiber eine Kugel K : 0 <r < R

2r ™ R

K/f:O/O/O/f(r,ﬁ,go)TQSinﬁdrdﬁdgo
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7.3 Kurven- und Flichenintegrale

Kurvenintegral

/f:jﬂmmwmwt

a

fiir eine regulére Parametrisierung t — p(t) € R™, p'(t) # 0
unabhéngig von der Parametrisierung

f =1~ Lange von C

Eigenschaften des Kurvenintegrals

!wﬁﬂ@za!f+5!g
C/de:Cl/er(Zf, C=CUC

e linear:

o additiv:

Liange einer Kurve

Die Lénge L einer Kurve mit stetig differenzierbarer Parametrisierung ¢ — p(t), a <t <b, ist

[ W

Speziell gilt fiir eine Kurve in der zy-Ebene mit der Parameterdarstellung p(t) = (z(t), y(¢))

L:/ NGO 3

Insbesondere hat der Graph einer Funktion y = f(x), x € [¢,d] die Lange

d
L :/ V1+ f(x)?de.
Die Lange des Kurvenstiicks zwischen p(a) und p(t),
t
sty = [ W)ldr.

kann als kanonischer Kurvenparameter benutzt werden. Man erhélt die sogenannte Parametrisierung nach
Bogenléange:
q(s) =p(t), lq]=1.

Aufgrund des normierten Tangentenvektors gilt fiir diese kanonische Parametrisierung

/fzjf@@ﬂs
C 0

mit L der Lange von C.
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Regulidre Parametrisierung eines Flichenstiicks

1 1
R> : = s(z) =
Tn—1 Yn
mit einer im Inneren von R bijektiven Abbildung s und linear unabhéngigen Vektoren 0ys(z), ..., 0,—15(x),

rER
Tangentialebene: aufgespannt durch dgs(z)

Flachennormale: Einheitsvektor &(z) L Ok(x)

Flachenintegral

/de = /(f os)|det(ds,...,0h-15,&)|dR

s R
mit s: RS (z1,...,2n—1) = (Y1,...,Yn) € S einer reguléiren Parametrisierung und &(x) der (normierten)
Flachennormale

Skalierungsfaktor der Flachenelemente:
dsS = | det(@ls, R ,8n_15,§)\ dR
f =1 ~» Flacheninhalt von S

Flachenelement in Zylinderkoordinaten

Zmax 2T

S/f is= [ [tz edod:

Zmin 0

fiir einen Zylindermantel S : (@, z) — (0 cos g, psin g, 2)

Flachenelement in Kugelkoordinaten

2T 7
/f ds = //f(R,l?,(p) R%sin 9 dv) dy
S 0 0
fiir eine Sphére S : (9, ¢) — (Rsind cos ¢, Rsin ¥ sin ¢, R cos )
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7.4 Anwendungen

Schwerpunkt

Masse eines Korpers K mit Dichte o

o(z) = 1 ~» geometrischer Schwerpunkt

Tragheitsmoment

I:/Kdist(x,g)QQ(:L') dK

mit dist der Abstandsfunktion, g der Achse und o der Dichte

Volumen von Rotationskérpern

Vo= ﬂ/abf(x)2dm

d
= 7wc(b—a)+ 27r/ rh(r)dr
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7.5 Integralsitze

Hauptsatz fiir Mehrfachintegrale

!ﬁjzzf@ o ngfzxfg

mit & der nach auflen gerichteten Einheitsnormalen von 9V

Mypartielle Integration bei Funktionen mehrerer Veridnderlicher

/Vf(aug): ngfy—/v(@uf)g

mit ¢ der nach auflen gerichteten Einheitsnormalen von 9V

/ngzbwmgfaw

R n

fiir glatte Funktionen, die ausserhalb einer beschréinkten Menge verschwinden oder geniigend schnell ab-

fallen

Greensche Integralformeln

(grad f)" grad g + f Ag

élifalg -

/fmg—g@f I
ov

S T

mit 0, g der Ableitung in Richtung der nach auflen zeigenden Einheitsnormalen ¢ von 0V

/3L9:/A9
v 1%

f=1
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Teil 8

Vektoranalysis
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8.1 Skalar- und Vektorfelder

Skalarfeld

R*> P U(P)€R
alternative Schreibweisen: U = U(x,y, z) = U(7)

Visualisierung durch Niveaumengen oder Einschrinkungen auf achsenparallele Ebenen

Vektorfeld

R? > P — F(P) e R®

alternative Schreibweisen: F = F(z,y, z) = F(7)
Komponenten bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems: F,, F,, F,

Visualisierung als Richtungsfeld oder mit Hilfe von Feldlinien

Vektorfelder in Polarkoordinaten

auf den Punkt (z,y) = (rcos ¢, rsing) bezogene orthonormale Basis

Cos (p —sinp
€ = , €=
sin ¢ Cos ¢
~ Darstellung
ﬁ(aj,y) = ﬁ(r, ) =F.é. + Foe,, F, = F.é, F, = F €y
Y
‘ g‘# gr
r
¥
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Vektorfelder in Zylinderkoordinaten

auf den Punkt (z,y, z) = (0cosy, gsinp, z) bezogene orthonormale Basis

cos —sinp 0
€p = sing | €p = cosp | =10
0 0 1

~» Darstellung

mit

y-Achse

x-Achse

Vektorfelder in Kugelkoordinaten

auf den Punkt (z,y,2z) = (rcos psind, rsinpsind, r cos ) bezogene orthonormale Basis

cos @ sin 1 cos ¢ cos —sine
€ = | singsind |» © = | sinpcosty |» G = Ccos
cos v —sin v 0

~ Darstellung
ﬁ(a:, y,z) = ﬁ(r, U, ) = F.€, + Fyey + F e,

mit
F,=F-G,Fy=F &, F,=F-¢,
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z-Achse

y-Achse

r-Achse
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8.2 Differentialoperatoren

Gradient

0.U

gradU = | 9,U fir ein Skalarfeld U(z,y, 2)

0.U
entspricht Richtung des stéirksten Anstiegs
invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen

alternative Definition:

1 -
grad U(P) = dia}rilrll/l—m vol V // vds
s

mit S der Oberflache eines den Punkt P enthaltenden raumlichen Bereichs V' und nach auflen orientiertem

vektoriellem Flichenelement d.S

Divergenz

div F = 9,F, + ,F, + 0.F.
entspricht der Quelldichte

invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen

alternative Definition:

= : 1 -
div F/(P) = diarlrllllr/lﬁo vol V //F 5
s

mit S der Oberfliche eines den Punkt P enthaltenden riumlichen Bereichs V und dS dem nach auBen

orientierten vektoriellen Flachenelement

Rotation

9,F. — 0.F,
I‘Otﬁ: aze_asz

O Fy — Oy F;
entspricht der Wirbeldichte
invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen

Darstellung mit Hilfe es e-Tensors

3 3
<1"Ot ﬁ) = Z 5ijk 8ij, ﬁ = Zﬂgz
¢ i=1

jk=1
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alternative Definition:

—0 = _ 1 - —
(n ot F)<P> - dlaglrgl—m area S /F dr
C

mit reguldren Fldchen S mit orientiertem Rand C' : ¢ +— 7(t), die den Punkt P enthalten und dort die

Normale 7 haben
Laplace-Operator
U 09U 0%U

0x? + 0y? + 022

invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen

AU = div(gradU) =

Rechenregeln fiir Differentialoperatoren

Hintereinanderschaltung

e rot(gradU) =0

e div(rot F) =0

e rot(rot F) = grad(div F) — AF
Produkte

o grad(UV) =UgradV + V gradU

o div(UF)=UdivF 4+ F - gradU

o div(FxG)=G rot F— F-rot G

e r0t(UF) = Urot F — F x gradU
Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Transformation von Skalar- und Vektorfeldern

Ul,y,2) = ®(0,9,2)
F(z,y,2) = Fyly+ Fy, + F.6. = 0,8, + U,&, + U.& = U(g,0,2)

auf Zylinderkoordinaten = = pcosp, y = gsiny, z = 2

1
gradU = 0,P€,+ —QD(I)(?@ + 0,Pe,

divE =

éag(gxlf )+ éapxlf@ + 0,0,
rotﬁ = (
+
1
0

éa@mz az\p¢) &)+ (0.0, — 0,0.) ¢,
1 }

— (0p(0¥y) — 0,¥,) €,

0

0,(00,®) + 82(I> + 0%d
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Transformation von Skalar- und Vektorfeldern

Ulr,y,2) = @(r,7,¢)

-

F(z,y,2) = Fuéy+ F,&,+ F.&, = U, + Uyéy + V&, = U(r, v, ¢)
auf Kugelkoordinaten x = rcos psind, y = rsin g sinv, z = r cos

1 1
grad U = 8rq)€r + —819(13519 + .—830@5@
T rsind

e 1, 1 1 ,
divF = ﬁ&r (7’ \I’r) + ma@\l/@ + maﬁ (sm 79\1119)
= 1 . .
rot ' = T (Op(sindVW,,) — 0, Vy) €,
1 . —
s (0,¥, —sin 00, (rV,)) €y
1
+- (&(r\l@) — &9\If¢) é;o
r
1 9 1 2 1 .
AU = ﬁ&n (7“ ari)) + Sz P+ = Sinﬁ(‘)ﬁ (sin W0y D)
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8.3 Integration

Kurvenintegral

b
/U /U ) |7 (1)t
C a

fiir eine Kurve C': [a,b] > t — 7(t) = (x(t), y(t), 2(t))" und ein Skalarfeld U(z,y, 2)

unabhéngig von der Parametrisierung und insbesondere der Orientierung

Weg

Kurve mit festgelegtem Durchlaufsinn

zusammengesetzte Wege: Cy 4 --- + (),

Weg mit umgekehrtem Durchlaufsinn: —C

Arbeitsintegral

fiir einen Weg C': [a,b] 3 ¢ — 7(t) = (x(t), y(t), 2(t))" und ein Vektorfeld F(z,y, z)
bei gleichbleibender Orientierung unabhéngig von der Parametrisierung;

Anderung des Vorzeichens bei Umkehrung der Durchlaufrichtung

alternative Schreibweise:

/Fx de+ F,dy + F,dz, dx=2'(t)dt, dy=y'(t)dt, dz = 2'(t)dt
C

Flachenintegral

// UdS = // ) |i(u,v)|dudv, 7@ = 0,F X 0,7

fir eine Fliache S : D 3 (u,v) — 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))" und ein Skalarfeld U(z,y, 2)

unabhéngig von der Parametrisierung
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Flussintegral

//ﬁ-d§—//ﬁ.ﬁOds—//ﬁ(f(u,u))-ﬁ(u,v)dudv

fiir eine Parametrisierung D > (u,v) — 7(u,v) = (z(u,v), y(u, v), 2(u,v))* der Fliche S und mit
dS = i°dS, dS = |i(u,v)|dudv

dem vektoriellen Flachenelement in Richtung der Normalen 7 = 9,77 X 0,7

bei gleicher Orientierung des Normalenvektors unabhéingig von der Parametrisierung; Anderung des Vor-

zeichens bei Umkehrung der Normalenrichtung

Fluss durch einen Funktionsgraph

//F~d§://—anxf—FyayfnLdea:dy
S D

fiir eine skalare Funktion z = f(z,y) mit Definitionsbereich D und Graph S (Normale mit positiver

z-Komponente)

Fluss durch einen Zylindermantel

Randkurve o = o(p) ~»

27 Zmax

—

/ Foo— F,0,0 dzdy, F(o,¢,2) = F,e,+ F,e, + F.e,

0 zmin
(Flussrichtung nach aufien)

0 = a (Kreiszylinder) ~~

Fluss durch eine Sphire

/

radiales Feld F = f(r) &, ~ Fluss 4wa’f(a)

Radius r = a ~~
2

Fa’sinddpdd, F(r,9,¢) = F.é, + Fyéy + F,é,

0
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8.4 Integralsitze

Orientierter Rand einer Fliche

9S=C=Cy+-+Cp,

S links von Cj, d.h. das Kreuzprodukt aus Normale 77 von S und Tangentenvektor ¢ von C' zeigt in die

Flache

Satz von Gaufl

/‘///divﬁdV:é/ﬁ-dg

mit S der Oberflache eines Korpers V' und dS dem nach auBen gerichteten vektoriellen Flichenelement

Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von Gaufl

1 ;
vol(V) = 3 //F ds
S

mit S = 8V und dS dem nach auBen gerichteten vektoriellen Flachenelement
Satz von Gauf} in der Ebene
//divﬁdA:/ﬁ~ﬁ°dC:/ﬁxdF, F=F,&, + F¢,
A c c
mit
div F = 0,F, + 0,F,, F xdr = Fy'(t) — F,2'(t)

und 0A = C': t — 7(t) dem orientierten Rand von A

Fliachenberechnung mit dem Satz von Gaufl

1
area(A) = 5 /F’x dr
c
mit JA = C : t — 7(t) dem orientierten Rand von A
Satz von Green

//rotﬁdA:/ﬁ-dF, rot F = 9,F, — 8, F,
A

C

mit C': ¢t — r(t) dem orientierten Rand von A
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Satz von Stokes

//rotﬁ-dg—/ﬁ-df
S C

mit C dem orientierten Rand der Flache S
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8.5 Potentialtheorie

Potential

U Potential von F <
F= grad U

Arbeitsintegral entspricht Potentialdifferenz

/ﬁwﬁ:mm—Umﬁﬂmﬁ
C

fir jeden Weg C': ¢t — 7(t), t € [a,b] von A nach B

1l F-di =0 fiir geschlossene Wege
c

Existenz eines Potentials

Existenz eines Potentials < Wegunabhéngigkeit des Arbeitsintegrals <

U(P) = U(Po)+/ﬁ-df

Cp
mit Cp : t — 7(t) einem beliebigen Weg, der Py mit P verbindet

Potential bis auf eine Konstante eindeutig

Integrabilitidtsbedingung

—

F=gradU = rot F = 0

Umkehrung giiltig fiir einfach zusammenhéngende Gebiete

Konstruktion eines Potentials

gradU = F = (F,, F,, F.)"

Integration von F), bzgl. x ~~

U(x,y, Z) = /de$ - Ul(x,y,z) + Ol(yaz)

Integration von F, = 0,U = 0,U; + 0,C, bzgl. y ~~

Ci(y, 2) = /(Fy —0,Un) dy = Us(y, z) + Ca(2)
Integration von F, = 0,U = 0,U; + 0,Us + 0,C5 bzgl. z ~~

Csy(z) = / (F, — 0.U; — 0,Us) dz = Us(2) + ¢
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Hakenintegral

F = (F,,F, F,) = grad U ~

q1 q2 q3
UvQ) = U(P)+/Fx(x,pz,p3)d:v+/Fy(ql,y,pa) dy+/Fz(q1,qQ,2) dz
P1 P2 pP3

analoge Integrale bei Permutation der Koordinaten

Vektorpotential

A Vektorpotential von F &

B

=rot A

Existenz eines Vektorpotentials

F=rotA = divF=0
Umkehrung giiltig auf einfach zusammenhéngendem Gebiet

Vektorpotential bis auf ein Gradientenfeld eindeutig bestimmt:
rot B=rot A = §:g+gradU
—AU = div A (Eichung) ~ div B = 0

Konstruktion eines Vektorpotentials

0

—

Ay )= | [ F(6,y,2)de — [ Fu(wo,y, ) dc

_ny(gayvz) df

analoge Formeln durch zyklisches Vertauschen der Variablen
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Teil 9

Differentialgleichungen
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9.1 Spezielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Differentialgleichung erster Ordnung

/

Yy :f(l‘,y), y:y(LL’)

Anfangsbedingung y(xy) = yo ~» Festlegung der Integrationskonstante

Richtungsfeld

Visulisierung der durch die Differentialgleichung

Y (x) = flz,y(x))

bestimmten Steigungen von Losungskurven, festgelegt durch Anfangsbedingung y(x¢) = yo

J /T T

~ —= — — — — —= —= —= —= —= —=

Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Y =py+q
allgemeine Losung

Y="Ypt+Yn
mit

yn = cexp(P(z)), P(z)= /p(s) ds

der allgemeinen Losung der der homogenen Differentialgleichung (¢(x) = 0) und einer partikuldren Losung

T

gy = / exp(P(x) — P(s))q(s) ds

zo

Anfangsbedingung y(z¢) = yo ~ ¢ = 4o
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Bernoullische Differentialgleichung

w4 pu=qut, k+#0,1,

Substitution

~ lineare Differentialgleichung
[ —
Y =Pyt

Methode der unbestimmten Koeffizienten fiir lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Y =py+q, peR

Ansétze fiir partikuldre Losungen y,

e ¢(z) = Z?:o cjr! =y, = Z?:o djz’

c
o q(x) =cexp(Ax), A\ #p, =y, = 3 exp(Ax)

e ¢(x) = cexp(pxr) — y, = crexp(pr)
e ¢(z) = acos(wz) + bsin(wz) — y, = ccos(wz) + dsin(wz)

allgemeine Losung

Y = yp + cexp(pr)

Separable Differentialgleichung

Losung durch Bilden von Stammfunktionen

Anfangsbedingung y(xy) = yo ~» Festlegung der Integrationskonstante

Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

Substitution

~» separable Differentialgleichung
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Exakte Differentialgleichung

q(z,y)y +p(z,y) =0
mit
p=F, ¢q=F, < (pq) =gradF

notwendig: Integratibilitdtsbedingung p, = ¢,

hinreichend bei einfach zusammenhéngendem Definitionsgebiet

implizite Darstellung der Losungen

F(z,y) =c

Anfangsbedingung y(xy) = yo ~» Festlegung der Integrationskonstante

Integrierender Faktor

Multiplikation der Differentialgleichung

p(z,y)dz + q(z,y)dy = 0

mit einer Funktion a(x,y), die auf eine exakte Differentialgleichung fithrt, d.h.

(ap)y = (aq)e
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9.2 Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Linearer Oszillator

u” + wiu = ccos(wt), wy >0

allgemeine Losung: u = uy, + u, mit
up(t) = acos(wot) + bsin(wyt)

und
c
u,(t) = e (cos(wot) — cos(wt)), w # wy

sowie

upy(t) = i t sin(wt)

im Resonanzfall w = wy

Anfangsbedingungen ~~ Festlegung der Konstanten

a=u(0), b=u(0)/wo
Homogene Differentialgleichung zweiter Ordniung mit konstanten Koeffizienten

u'(t) +pu'(t) + qu(t) =0, p,geR

charakteristisches Polynom

N+ ph+q

verschiedene Losungstypen

e zwei reelle Nullstellen A\; # Ao:

u(t) = aexp(Ait) + bexp(Aat)

e cine doppelte Nullstelle A:
u(t) = aexp(At) + bt exp(At)

e zwei komplex konjugierte Nullstellen —p/2 =+ pi:

u(t) = exp (—%t) (acos(ot) + bsin(ot))

Anfangsbedingungen fiir © und ' ~ Festlegung der Konstanten a, b
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Methode der unbestimmten Koeffizienten fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung

u(t) +pu'(t) +qut) = f(t), p,geR

Ansétze fiir partikuldre Losungen

e Polynome:

n

FO=>ctr = u(t)=> ut!
j=0 Jj=0

Multiplikation von u mit ¢ (#?), falls ¢ =0 (¢ = p = 0)

e Exponentialfunktionen:

f(t) =exp(At) —  wu(t) = cexp(At),
Multiplikation von u mit ¢ (#2), falls A Nullstelle (doppelte Nullstelle) des charakteristischen Polynoms
e Trigonometrische Funktionen:

f(t) = exp(at)(cysin(wt) + o cos(wt))

— u(t) = exp(at)(asin(wt) + bcos(wt))
Multiplikation von w mit ¢, falls o & iw Nullstellen des charakteristischen Polynoms A\? + p\ + ¢

Superposition der Ansétze bei gemischten Termen

Gedampfte harmonische Schwingung

u” + 2ru’ + wiu = ccos(wt), >0
verschiedene Losungstypen der homogenen Gleichung

e starke Dampfung (r > wy):

up = aexp(Mt) +bexp(Aat), Mg = —r=+4/r? —wj

e kritische Dampfung (r = wp):

up, = (a + bt) exp(—rt)
e schwache Dampfung (r < wy):

up, = exp(—rt) (acos(At) + bsin(At)), A= /wi—1?

partikuldre Losung

u,(t) = ¢ cos(wt + 0)

mit Amplitude ¢ = ¢/+/(wg — w?)2 + (2rw)? und Phase § = arg(w? — w? — i2rw)

allgemeine Losung: u = up, + u,
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Phasenebene

autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung

Losungen: Kurven t — (u(t),v(t)), v = o/, in der Phasenebene
f(up,0) = 0 ~ kritischer Punkt (ug,0) bzw. konstante Losung u(t) = ug
dquivalente Differentialgleichung erster Ordnung

dv

—uv = f(u,v), v=uv(u)

du

Energieerhaltung

u' 4+ ®'(u) =0
eindimensionale Bewegung unter einem durch ein Potential ® induzierten Kraftfeld

Summe kinetischer und potentieller Energie

1
E = 5”02—1—@@), v=u

~~ implizite Darstellung von Losungskurven in der Phasenebene: F(u,v) = const
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9.3 Nichtlineare Differentialgleichungssysteme in Standardform

System von Differentialgleichungen erster Ordnung

u'(t) = f(t,u(t), w=(up,...,u,)", f:RxR" - R"

Anfangsbedingung: u(ty) = a

autonomes System: f = f(u)

Transformation eines Differentialgleichungssystems auf Standardform

Differentialgleichung n-ter Ordnung

y "M () = gt y(t), ...,y V(1)

Elimination hoherer Ableitungen via u(t) = (y(t),...,y" Y (t))

~» dquivalentes System erster Ordnung

Satz von Peano

f in einer Umgebung D von (tp,a) € R x R™ stetig

—> Existenz mindestens einer Losung des Anfangswertproblems
u'(t) = f(tu(t), ulto) =a

in D

Eindeutigkeit der Losung eines Differentialgleichungssystems

f(t,u) in einer Umgebung D € R x R™ von (ty,a) Lipschitz-stetig bzgl. u

— eindeutige Losung des Anfangswertproblems

u'(t) = f(tu(t), ulto) =a

in D
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Ableitung nach Anfangsbedingungen

u' = f(t,u), wu(ty) =a

partielle Ableitung nach den Anfangsbedingungen (as, ..., a,)"

~» Differentialgleichungssystem fiir die Jacobi-Matrix

u; = fu(ta u)uaa Ua(to) = E7

(o
ta = da;” " day,

mit der Einheitsmatrix £ und
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9.4 Lineare Differentialgleichungssysteme und Stabilitéit

Lineares Differentialgleichungssystem

u' = At)u+b(t), u=(uy,...,u,)",
mit einer (n X n)-Matrix A und einem n-Vektor b
homogen: b = 0
Losung linearer Differentialgleichungssysteme

A, b stetig

—> globale Existenz einer eindeutigen Loésung von
u' = A(t)u + b(t)

fiir jeden Anfangswert u(tg)

n linear unabhéngige Losungen v, w, ... des homogenen Systems u' = A(t)u
~+ Fundamentalmatrix

['=(v,w,...)

Losung

u=u,+uy u,=Ic c= F_l(to)(u(to) — u,(to))

mit u, einer partikuldren Losung

Wronski-Determinante

(detT") = Spur A(t) (det I")
fiir eine Fundamentalmatrix I" des Differentialgleichungssystems v’ = A(t)u

—
t

det I'(t) = det I'(¢g) exp /SpurA(s) ds| >0
to

insbesondere: det I'(¢) > 0

Variation der Konstanten

u' = A(t)u + b(t)

Losung des homogenen Systems (b = 0)

mit I einer Fundamentalmatrix
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Ansatz u(t) = I'(t)c(t) ~

Eigenl6sungen eines Differentialgleichungssystems

Av =X v =
u(t) = exp(A\t)v lost o' = Au
A reell, A = o £ pi ~ reelle Losungen

exp(ot)(cos(ot) Rev — sin(pt) Imv), exp(ot)(sin(ot) Rev + cos(pot) Im v)

Entkopplung des inhomogenen Systems
u' = Au + b(t)
fiir diagonalisierbares A
QTAQ = diag(M\i,..., \), Q= (v1,...,v,)

= v} = \v; + ¢;(t) mit u = Quv, c = Qb und

v;(t) = exp(\it) | exp(—=Nito)vi(to) + /ci(s) exp(—A\;s) ds

to
Jordan-Form eines Differentialgleichungssystems

u' = Au+b(t), u= (uy,...,u,)"

Transformation auf Jordan-Form,

A=J=Q1'AQ, uv=Qu,c=Q "

~~ bidiagonales System (sukzessive losbar)

vl = ApUn + cu(t)

Up—1 = )‘n—lvn—l + 0nUn + Cn—l(t)

vl = Aup + oove + o (t)

mit \; den Eigenwerten von A (bzw. Diagonalelementen von J) und g; € {0, 1}
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Stabilitédt linearer Differentialgleichungssysteme

u' = Au, u= (up,...,uy,)"
mit konstanter Matrix A
e stabil, wenn
lim |u(t)| =0
t—o00

fiir alle Anfangswerte u(0)

e neutral stabil, wenn Losungen u(t) fiir alle ¢ > 0 beschrankt bleiben und es Startwerte u(0) gibt, fiir

die u(t) nicht gegen 0 konvergiert
e instabil, wenn

lim |u(t)] = oo
t—00

fiir einen Anfangswert (0)

Stabilitdit <  ReA < 0 fiir alle Eigenwerte von A

instabil, falls Re A > 0 fiir einen Eigenwert

Klassifizierung reeller zweidimensionaler Differentialgleichungssysteme

u' = Au, u= (up,up)",

A: reelle 2 x 2-Matrix mit Jordan-Normalform
J = , s€{0,1}
0 o
typische Losungskurven des transformierten Systems v’ = Jov

e Instabiler Sattel: Ap < 0

Uy

141



e Knoten: A\p >0, \,pe R

U2

Uy

stabil, A\, 0 < 0

U9 — I

Uy

instabil, A\, 0 > 0

e entarteter Knoten (s = 1, keine Basis aus Eigenvektoren)

Uz

Uy

stabil, A < 0

e Spirale: A =7+ iw =9, rw # 0

U2

Uy

stabil, » < 0
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U1

instabil, A > 0

U2

U1

instabil, » > 0




e Zentrum: A =iw =9, w # 0

U

Uy

e degenerierte Fille, mit einem Eigenwert null

Uz U2

Uy (751

A=0,0<0 A=0,0>0

Ruhepunkte entlang der gesamten v;-Achse

Stabilitdtsdiagramm

zweidimensionales Differentialgleichungssystem

u' = Au, u= (uy,uy)
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det A

stabile Spirale instabile Spirale

A =lwi
neutrales [Zentrum

instabiler Knoten
A 0>0

stabiler Knoten
A 0<0

» Spur A

instabiler [Sattel

Parabel (trennt Fille Spirale/Knoten)

2

Kritische Punkte eines autonomen Differentialgleichungssystems
autonome Differentialgleichung
u' = fu), u=(up,...,up,)
kritischer Punkt: Nullstelle u, von f, entspricht konstanter Losung (u(t) = w.)
Linearisierung
v = f(u)v

mit v(t) = u(t) — u, und f" der Jacobi-Matrix von f

Stabilitédt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme

autonomes Differentialgleichungssystems

kritischer Punkt wu, stabil
< Re A < 0 fiir alle Eigenwerte A von A = f'(u,)

& limyy o0 u(t) = u, fiir alle Anfangswerte u(0) in einer Umgebung von u,

Typeneinteilung (stabiler Knoten oder Spirale) analog zum approximierenden linearen Differentialglei-

chungssystem
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9.5 Laplace-Transformation

Laplace-Transformation

u(t) exp(—at) auf [0, 00) absolut integrierbar —-
U(s) = /u(t) exp(—st)dt, Res>a
0

L : u v+ U linear und injektiv
o L(u+v)=Lu+ Lv, L(Au)=ILu

o Lu=0 — u=0

Inverse Laplace-Transformation

u(t) exp(—at) auf [0, 00) absolut integrierbar =—

b+ico
1
u(t) = = U(s)exp(st)ds, b>a
b—ioco

Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen

_ un L . n!
u(t) = t"exp(at) — U(s) = G Re(s) > Re(a)
a=\A+iw ~>
exp(At) cos(wt) £ _s=A
P (s — A2 +w?’
. c w
eXp()\t) Sln(wt) — m

Verschiebung und Skalierung bei Laplace-Transformation

u(t — a) £ exp(—as)U(s), exp(at)u(t) £, U(s —a)
mit (- — a) der um @ nach rechts verschobenen Funktion

Skalierung ~~

u(at) £, a'U(s/a)

Laplace-Transformation periodischer Funktionen

u(t) = u(t + T) (T-periodisch) ~
fOT exp(—st)u(t) dt
1 —exp(—=T's)

U(s) =
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Differentiation und Laplace-Transformation

hohere Ableitungen

Stammfunktion

Faltung bei Laplace-Transformation

(v*u)(t) = /v(t —ru(r)dr = L(v*u)= (Lu)(Lov)

0

Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Anfangswertproblem

Laplace-Transformation ~~
1

S+p

U(s) = (F(s) +a)

Losung durch Faltung mit der inversen Transformation o(t) = exp(—pt) von (s + p)~!,

u= ap +px*xf,
o +oxf

up, Up

bzw. durch direkte Riicktransformation von U(s)

Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Anfangswertproblem

u' +pu +qu=f(t), u(0)=a,u(0)=0>

Laplace-Transformation ~-
1

U(s)= ———
)= st a

(F(s)+as+ap+0)

Losung durch Faltung,
u=ap + (ap+b)p+exf,

NV
Up, Up
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bzw. durch direkte Riicktransformation von U(s)

A, o: Nullstellen des charakteristischen Polynoms s 4 ps + ¢ =

(

e)\t — el

A—o

t

AF o
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Teil 10

Fourier- Analysis
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10.1 Fourier-Reihen

Periodische, quadratintegrierbare Funktionen

L3 : 2m-periodische Funktionen f : R — C mit

] F()P do < o0
- / f(a)g(a) do

Skalarprodukt

mit induzierter Norm || + ||2x

f € L3 durch glatte Funktionen approximierbar
Orthogonalitidt von Kosinus und Sinus

™ ™ ™

/cos(jx) cos(kx) dr = /cos(jx) sin(lx) dx = /sin(jx) sin(kz) dr =0
fiir j # k und
/COSQ<I€:C) dx = /sinZ(kx) de =
fir k>0
—

1, cos(kz), sin(kx), k>0
Orthogonalsystem in L3

2w

Reelle Fourier-Reihe

~ 50 + ; ay cos(kx) + by sin(kz))

mit
1
ap = —/f t)cos(kt)dt, k>0,
T
1
by, = /f t)sin(kt)dt, k>1
T
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Fourier-Reihen von geraden und ungeraden Funktionen

f gerade ~» Kosinus-Reihe

™

/f(t) cos(kt)dt, k >0

0

2o

Qo >
f(z) ~ 5 + ;ak cos(kx), ay=

f ungerade ~~ Sinus-Reihe

™

2 / F(#) sin(kt) dt, k> 1

™
0

f(z) ~ i bpsin(kx), by =
k=1

Fourier-Basis

k

Orthonormalbasis e;(x) = €* von L3_

1 [ — :
=5 ej(r)e(x) dr = djp, J k€L

—T

<€j7 ek:>27r

Fourier-Reihe

™

fo)~ Y aele) o= (fadn =5 [ e

—Tr

Zusammenhang komplexer und reeller Fourier-Reihen

[e.9]

Z e ~ f(z) ~ % + Z (ay cos(kx) + by sin(kz))
keZ k=1
Umrechnungsformeln
ap =2co, ar =+ c_p, by =i(cp —c_p)
bzw.
= o = glm—ib), ek = glax+iby)
o = 500, Gk = 5lak —10k),  Cop = Sla + 10k

freell & c_p =7¢

Differentiation und Integration von Fourier-Reihen

d .
. g drer(x) = E cker(),  cp = (ik)dy
k k£0

mit ey (z) = elk®

/chek(x) dx = dy + deek(a:), dp = (k) 'ep, do €R

k#0 k#0
co # 0 = keine periodische Stammfunktion
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Skalierung von Fourier-Reihen

f h-periodisch ~ lineare Transformation auf [—7, 7]
alternativ: direkte Berechnung der Fourier-Koeffizienten

komplexe Fourier-Reihe

kEZ

h
f(.%') ~ E Cr e27r1krac/h7 cp = E/f(t)e—%rlkt/h dt
0

reelle Fourier-Reihe

flx) ~ % + Z ar cos(2wkx /h) + by sin(2wkx /h)
k=1
mit
h
- % / F(#) cos(2mkt/h) dt, k>0,
0
h
by = %/f(t) sin(2rkt/h)dt, k>1
0
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10.2 Konvergenz

Fourier-Projektion

pnf - Z Cr €L, Cip= <f ek = _/f —1kt dt

[k|<n
beste Approximation zu f in der durch das Skalarprodukt (-, -)s, induzierten Norm || - ||25, d.h.
15 = pfllse = min 17 = alas
kI<n

und [|pn fllar < [ fll2n

Dirichlet-Kern

Integraldarstellung der Fourier-Projektion p, f = ngn(f, ex)arer, ex(r) = elh®

™

@) = 5= [anlo =070 bt a) =

—T

sin ((n 4+ 1/2)¢)
sin (€/2)

Konvergenz im Mittel bei Fourier-Reihen

Konvergenz der Fourier-Projektionen

™

pnf - Z Cg €L, €k($) = eikm’ Cp = <f, €k>27r = i/f(t)e—ikt dt

2
|k|<n

—T

in der Norm || - |25, d.h.

I - mm%:—/u —puf)(@)Pdr =0, n oo

Parseval-Identitat

11, = 5 /V|wt Slals a=(fe = o [ fte

k€EZ

Konvergenzrate der Fourier-Projektion

1f = pafllee < (0 4+ 1) FOl2

Ungleichung fiir f(z) = ¢!*Y? bestmoglich
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10.3 Diskrete Fourier-Transformation

Fourier-Matrix

w00 . wg(n—l)
Wy, = : : , wy, = exp(27i/n)
w7(1n—1)-0 . wgn—l)-(n—l)

unitér nach Normierung: W, ' = W7 /n

Diskrete Fourier-Transformation

1
f =Wy & c=-Wrf
n
d.h.
n—1 A 1 n—1 A
fi=) awl & a==> fu"
k=0 "0
mit w, = exp(27i/n)

Transformation ¢ — f entspricht Auswertung des trigonometrischen Polynoms

p(l’) _ cheikx

an den Punkten x; = 2mj/n, d.h. f; = p(x;)
inverse Transformation f — ¢ entspricht Riemann-Summe fiir die Fourier-Koeffizienten, d.h.

2

(f, ex)on = % /f<x>eik1 dx ~ %Z_:f(xj)eikxj
=0

0

mit z; = 27j/n

Schnelle Fourier-Transformation

Berechnung der diskreten Fourier-Transformation,
n—1
fi= chw;k, wy, = exp(2mi/n),
k=0
fiir n = 2°

f=FFT(c)
n = length(c)
ifn=1, f =c, return

else
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g =FFT(co,co,...,cn0), h=FFT(c1,¢3,...,¢n 1)
p= (1,wn,wi,...,wz/271>
f=(+p.*h g—pxh)

end

Operationenzahl: 2n¢

Trigonometrische Interpolation

Berechnung des trigonometrischen Polynoms

p(IL‘) =Cm COS(mgL‘) + Z Ckeik$, 2m =n = QK’
|k|<m

das die Daten
fi= 1)), x;=2mj/n, j=0,....,n—1,

interpoliert, mit der inversen schnellen Fourier-Transformation:

(€oy- vy Cmy Comtty -y C—1) = IFFT(f)

Zyklische Gleichungssysteme

zyklische Matrix

ayg Qp—1 -+ ag
ai Qo asz
A=
ap—1 Gp—2 -+ Qg
Eigenwerte
n—1
A=Y auw, M, w, = exp(2ri/n)
k=0

Diagonalisierung durch die Fourier-Matrix
1, . «
—WrAW, = diag(\), A=W’ a
n

~» Losung zyklischer Gleichungssystems Az = b mit diskreter Fourier-Transformation

x = W, diag(\) "1 (W*b/n)
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10.4 Fourier-Transformation

Fourier-Transformation

fw) = (FHw) = / Fa)e " d

inverse Fourier-Transformation F !

fl@) =5 [ Fperdy

Differentiation bei Fourier-Transformation

Verschiebung bei Fourier-Transformation

fle—a) 5 exp(—iay)f(y),  expliaz)f(z) v fly—a)

Skalierung bei Fourier-Transformation

F A
flaz) — f(y/a)/lal, a#0
Faltung und Fourier-Transformation

—

Fra=7a  (Frg)l) = / flx— )g(t) di

Regeln fiir die Fourier-Transformation
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f(ax) fly/a)/lal, a#0

flz—a) exp(—iay) f(y)

f'(r) iy f(y)
v f(x) if'(y)
(f *9) (x) F®)a(y)

Quadratintegrierbare Funktionen
L?*(D): Funktionen f: D — C mit
J15@) iz < o0

D
Skalarprodukt

(92 = [ Ha)gta) da
D
mit der induzierten Norm || - ||

f € L*(D) durch glatte Funktionen approximierbar

Satz von Plancherel

2n(f.g) = (f.9), Vx| fll =]

~ Definition der Fourier-Transformation auf L?(R) durch Approximation mit glatten Funktionen)

Rekonstruktionssatz

fp)=0lyl>h = fl@)=Y_ f(jn/h)sinc(hz — jr)

j=—00

mit sinc(t) = sint/t
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Poisson-Summationsformel

> FG) =
j€z ez
fiir stetige und quadratintegrierbare Funktionen f und f
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Teil 11

Komplexe Analysis
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11.1 Komplexe Funktionen

Gebiet

zusammenhingende offene Teilmenge D des R™ oder C"

Rand 0D geniigend glatt; i.a. lokal als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion darstellbar

Komplexe Funktion

COD3z—w=f(2)eC

reelle Darstellung

f(z) =u(z,y) +iv(z,y), z=z+Iiy

Moé6bius-Transformation

b
frz—w= azid’ ad — bc # 0
Umkehrabbildung
—dw +b
Wz =
cw —a

Invarianz von Kreisen (gegebenenfalls als Geraden entartet)

eindeutig durch Bilder w; von drei Punkten z; bestimmt und mit Hilfe des Doppelverhéltnisses darstellbar

w — Wa w1 — Wa Z — Z9 21 — %9

wW—ws W, —Ws Z—Z23 2 — 23

Exponentialfunktion

z

e =e"(cosy +isiny), z=x+iy
2m-periodisch bzgl. y

Streifen Im z € [s, s + 27) —  gelochte Gau-Ebene C\{0}
horizontale Geraden z =t +iy, t € R — Halbgeraden w = se'¥, s € R"

vertikale Geraden z =z +it, t € R —  Kreise |w| = ¢e”
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Komplexer Logarithmus
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion z = exp(w)
Polardarstellung z = re'?, r = |z|, ¢ = arg(z) ~

Ln(z) =In(r) +i(p + 2wk) firein k € Z

mit 7 = y/x? + y2, ¢ = arctan(y/x)
Standardbereich (Hauptzweig)
o= arg(z) € (-], k=0

singularitdtenfreie Definition der Logarithmusfunktion nur auf Gebieten, die weder 0 noch eine geschlossene
Kurve um 0 enthalten, moglich
Potenzen einer komplexen Zahl

ganzzahlige Exponenten m € Z

P ,r,melmcp’

2 = rel¥?
rationale Exponenten p/q € Q
p/a _ ,.p/q ; kp _
P = rPlexp (ipp/q)w,?, k=0,...,q—1

mit w} = exp (27i/ ¢)" den ¢-ten Einheitswurzeln
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11.2 Komplexe Differenzierbarkeit und konforme Abbildungen

Komplexe Differenzierbarkeit

)=t LEFAD =G

|Az|—0 Az

Grenzwert unabhéngig von der Folge Az

komplex differenzierbar oder analytisch in einer offenen Menge D C C &

f'(z) existiert fur alle z € D

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

f(z) = ulz,y) +iv(z,y), z=z+iy

komplex differenzierbar < f(z,y) = (u,v)" total differenzierbar und
Uy = Uy, Uy = —Uy
aquivalente Ausdriicke fiir die Ableitung
= uy +iv, = v, — iuy,
sowohl u als auch v harmonisch, d.h.

AU = Uyy + Uy, = 0= Av

Konjugiert harmonische Funktion

Au =0 = dkomplex differenzierbare Funktion (komplexes Potential)

f(Z):u(x,y)—i—iv(x,y), sz—i—iy
v = Im f: konjugiert harmonische Funktion

Konforme Abbildung

f komplex differenzierbar und injektiv ~~
isotrope und winkeltreue Abbildung z — w = f(z2)
Kettenregel —
w'(to) = f'(20)z'(to)
fiir die Tangenten an Kurven z(t) und w(t) = f(z(t))
Streckung um den Faktor |f’(zp)| und Drehung um den Winkel arg(f’(zo))

Invarianz von Schnittwinkeln
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Elementare konforme Abbildungen

w = ¢* bildet den Streifen
z: 0<Imz<~y

mit v < 27 auf den Sektor

w: 0<argw < 7y

ab

Im 2 Im w

:-: 7
= Re 2z = Re w

z-Ebene w-Ebene

z = Lnw bildet Sektoren auf Streifen ab

Hauptsatz iiber konforme Abbildungen

Existenz konformer Abbildungen f auf die Einheitskreisscheibe fiir jedes einfach zusammenhéngende, echte

Teilgebiet der komplexen Ebene

Bedingungen
f(20) =0, f'(2)>0

legen f eindeutig fest
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11.3 Komplexe Integration

Integral einer komplexen Funktion

b

/bf(t /u dt+1/ (Bt F(t) = u(t) + iw(®)

i< [

[ ... linear und additiv und durch

abschatzbar

Komplexes Kurvenintegral

/fdz:/f(z(t))z’(t)dt, Ot ()

bei gleichbleibender Orientierung unabhéngig von der Parametrisierung

bei Umkehrung der Durchlaufrichtung Anderung des Vorzeichens

Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals

linear beziiglich des Integranden
/Tf+sgdz:r/fdz+s/gdz
c c c

additiv beziiglich des Integrationsweges

/fdz:/fdz+/fdz, C=0C+Cy
C Ch Ca

insbesondere: f fdz=— [ fdzmit —C dem in entgegengesetzter Richtung durchlaufenen Weg C
-c

Stammfunktion

[ 1z = 16e1) = 1o

c

fiir einen von zg nach z; verlaufenden Weg C'

~+ Wegunabhéngigkeit und Verschwinden des Kurvenintegrals fiir geschlossene Wege
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Singularitidten einer komplexen Funktion

e schwache Singularitit:

lim(z —a)f(z) =0

z—a

(aufgrund der Cauchyschen Integralformel immer hebbar)

e Pol n-ter Ordnung;:

n > 0 minimal

e wesentliche Singularitét:

(z—a)"f(2) #0(1) VYneN

Homotopie von Kurven

Abbildung

[0,1]% 2 (s,t) = 2(s,t) € D,

die die Kurven t — z(k,t), k = 0,1, in einem Gebiet D stetig ineinander iiberfiihrt
z(1,t) = p: Homotopie zu einem Punkt p

Cauchys Theorem

/fwzo

o
f: bis auf endlich viele schwache Singularititen im Gebiet D analytisch

(" geschlossen, in D zu einem Punkt homotop

Umlaufzahl

dz

n(C,a) =

2mi

¥~
A

N

|

Q

fiir einen geschlossenen Weg C
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Cauchysche Integralformel

f(w)

dw, ze€D
w—z

1
n(C,z) f(z) = %/
c
f: analytisch in D

C'": geschlossen, in D zu einem Punkt homotop

n(C, z) = 1 fiir einen entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreis um z

Integralformel fiir Ableitungen einer komplexen Funktion

f(n)(z) = 2n_7T'1/ (w Ji(f))nﬂ dw

f: analytisch in D

C': geschlossenen mit n(C, z) =1, in D zu einem Punkt homotop
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11.4 Eigenschaften analytischer Funktionen

Mittelwerteigenschaft

27
1 )
f(z)==— [ f(z+re?)dt
27r0/

fiir eine auf einer Kreisscheibe mit Radius > r um z analytische Funktion f

Identitat giiltig ebenfalls fiir Real- und Imaginérteil sowie fiir harmonische Funktionen

Maximumprinzip

f analytisch in D, stetig auf D —

ma |(2)] < max |(2)

Abschitzungen fiir komplexe Ableitungen

|
1F™ () <= max |f(w)]

" jw—z|=r

fiir eine auf einer Kreisscheibe mit Radius > r um z analytische Funktion f

Satz von Liouville

f analytisch und beschrinkt auf C = f konstant

Fundamentalsatz der Algebra

Existenz einer Nullstelle in C fiir jedes nicht konstante Polynom p

~ Faktorisierung

p(z) =c(z—21)-- (2 —2,), n=Gradp
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11.5 Residuenkalkiil

Residuum

Resf(2) = Resf = 5 [ F(2)ds
C

fiir eine in einer punktierten Kreisscheibe D\{a} analytische Funktion f und jeden geschlossenen Weg
C c D\{a} mit n(C,a) =1
(z. B. einem entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreis)

Resf = c_; fiir

C_p C_1q
f(2)2m+"'+z_a

+9(2), lg(2)]=01)firz = a
(Polstelle) oder fiir
f(z) = Z Cn(z —a)"

n=—oo

(Laurent-Entwicklung in der Umgebung einer wesentlichen Singularitét)

Berechnung von Residuen

Raesf = lim(z —a)f(z)

z—a

fiir eine einfache Polstelle bei a

Res/ = lin [(di) (=~ a)"f(Z))]

fiir eine Polstelle n-ter Ordnung bei a

Residuensatz

C': entgegen dem Uhrzeigersinn orientierter Rand eines beschrankten Gebietes D

f+in D stetig und in D bis auf endlich viele Singularitiiten a; analytisch

Trigonometrische Integranden

2
/ r(cost,sint)dt, r: rationale Funktion
0

: 1 1 1 1
2z =e', cost:—(z+—>, sint:—_(z——), dz =iz dt
2 z 2i z

Substitution



JECLE f<>=(§(+1)21<_1))l Coll=1

c
Residuensatz =—

/f(z) dz = 2ri Z Raesf

C |a‘<1

Rationale Integranden

Ima>0

/f(x)dx:27ri Z Resf

f: rationale Funktion ohne reelle Polstellen und mit Zahlergrad um mindestens 2 kleiner als der Nennergrad

alternativ: = —27i) | Resf
Transzendente Integranden

/ f(2)e? do = 27i Z Res (f(z)e?™), XeR'

Ima>0

fiir eine rationale Funktion f ohne reelle Polstellen und mit Z&hlergrad kleiner als der Nennergrad

Summation der Residuen in der unteren Halbebene fiir A < 0
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11.6 Potenzreihen

Komplexes Taylor-Polynom

" fW(a
pn(z) = S L gy
= 7
Integraldarstellung des Restglieds
1 f(w)
— D — - d o n+1
f(Z) p (Z> 27T1/ (w _ a)n+1(w _ Z) w (Z CL)
c

mit C einem geschlossenen Weg mit n(C,a) =1

(z. B. ein entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufener Kreis um a)

~~ Approximation mit Ordnung n + 1: | f(2) — pn(2)| = O (|z — a|*™1), 2 = a

Komplexe Taylor-Reihe

% 4(n)(g
)= W

absolute Konvergenz fiir
_ o\ —1
|z —a| <r= <lim ‘f(”)(a)/n!r/ )
n—oo
Konvergenzradius r: Abstand des Entwicklungspunktes a zur nédchsten Singularitdt von f, d.h. zum Rand

des Analytizitatsgebietes

Methoden der Taylor-Entwicklung

direkte Berechnung der Ableitungen im Entwicklungspunkt

gliedweise Differentiation oder Integration

Koeffizientenvergleich

Produktbildung durch gliedweise Multiplikation

Hintereinanderschaltung von Funktionen durch Einsetzen einer Reihe als Argument

Laurent-Reihe

[e.e]

f2)= 3 eulz—a)

n=—oo

fiir eine in einem Kreisring D : 7 < |z — a| < ry analytische Funktion

W)
"oo2m ) (w—a)"tt
C

dw

mit C' C D einem beliebigen entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreis um a
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Methoden der Laurent-Entwicklung

direkte Berechnung der Koeffizienten

gliedweise Differentiation oder Integration bekannter Reihen

Koeffizientenvergleich

Summe oder Produkte bekannter Reihen

Substitution z — ﬁ in bekannten Taylor-Reihen

Hintereinanderschaltung von Funktionen durch Einsetzen einer Reihe als Argument
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11.7 Differentialgleichungen

Regulidrer Punkt einer komplexen Differentialgleichung

q/r und p/r analytisch in einer Umgebung von a =
r(z)u"(2) + q(2)u'(z) + p(z)u(z) = 0

reguldr bei z = a
regulér bei 2 = a = eindeutige, in einer Umgebung von a analytische Losung zu beliebigen Anfgangs-
werten u(a) = ug, v'(a) = u;
Konstruktion durch Koeffizientenvergleich
Singulidrer Punkt einer komplexen Differentialgleichung
q/r Pol hochstens erster und p/r Pol hochstens zweiter Ordnung bei z = a =
z = a regulérer singuldrer Punkt der Differentialgleichung

r(2)u’(2) + q(2)u'(2) + p(z)u(z) = 0
charakteristische Gleichung

P(A) =AA=1) 4+ qA+po =0

mit

q(Z>ZCI0+Q1(Z—CL)+"- p(z):p0+pl(z_a)_|_...
r(2) zZ—a T or(2) (z — a)?

Differenz der Nullstellen «, 5 von ¢ nicht ganzzahlig —-

d zwei linear unabhéngige Losungen

mit v und w in einer Umgebung von a analytisch und v(a),w(a) # 0
a — B € Z = i.a.nur eine Losung obigen Typs zu dem Exponenten o mit dem grofiten Realteil

zweite Losung durch Variation der Konstanten, d.h. mit dem Ansatz

Bessel-Differentialgleichung

20" (2) + 20/ (2) + (22 — a®)u(z) =0
fiir o ¢ Z zwei linear unabhéngige Losungen

1= () S e ()

n=0
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fiir « € Z nur eine Losung obigen Typs fiir den positiven Index

spezielle Bessel-Funktionen

-3 ()

2sin z 2 cos z
Jij2(2) = S Jo12(z) = \/; NG

Hypergeometrische Differentialgleichung

und

2(1—2)u"(2) + (¢ — (a+ b+ 1)2)u'(2) — abu(z) =0
reguldre Singularitédten bei z = 0,1, 00

analytische Losung fir —c ¢ Ny

o nb
u(z) = F(a,b,c, 2) Za

n=0 Cnln

mit (t)o =1 und (¢), =t({t+1)---(t+n—1) firn>1
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