Hesse-Matrix
]
Die quadratische Taylor-Approximation einer Funktion f : R" D D — R in
einem Punkt a = (a1,...,ap)t € D lasst sich in der Form

f(x1,...,x,) = f(a)+ (gradf(a))" (x — a)

L ) A )+ Ollx - )P)

schreiben, wobei grad f(a) = (01f(a), ..., 0nf(a))t der Gradient im Punkt
a ist und die symmetrische Hesse-Matrix

8181 f(a) s 818,,f(a)
Hf(a) = : :
On01F(a) -+ On0nf(a)

die zweiten Ableitungen enthilt.
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Bei zwei oder drei Verdnderlichen werden die Variablen meist mit (x, y)
bzw. (x,y, z) bezeichnet. In dieser Notatation hat der quadratische Term
der Taylor-Approximation fiir eine bivariate Funktion im Punkt (xp, yo) die
Form
fx (X0, ¥0) iy (X0, ¥0) ) ( X = X0 )
fyx (X0, ¥0)  fyy (%0, ¥0) 2

Hf (x0,y0)

1
E(X —X0,Y — Y0) (

J/
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Beweis
Umschreiben der quadratischen Terme der Taylor-Approximation fiir eine
bivariate Funktion (n =2) ~

fx,y) = f+fX(X_XO)+fy(y_YO)

1
+§ (fXX (x _X0)2 + 2ny (x = x0)(y — yo0) + fyy (v —YO)z)
+R
= f+h(x—x0)+f(y—x)
1 foc £ -
+2(xXo,yy0)< y)(X 0 >+R,

f;(y fyy y_yO)

wobei f und samtliche partiellen Ableitungen im Punkt (xo, yo)
ausgewertet werden

analoger Beweis im allgemeinen Fall (n > 2)
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Beispiel
]
Quadratisches Taylor-Polynom der Funktion

f(x,y) =In(x+1/y)

im Punkt (0, 1)
I ——.
partielle Ableitungen

o=t -1 <_i>__ L
x+1/y’ U x+1/y\ 2] xP+y
1 1 Oxy + 1

fXX = - ) ﬁ( = ) fyy =
(x+1/y)2" ¥ (y+1)27 7 (2 +y)?

_(—1 1)
©0.1) 1 1
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Gradient und Hesse-Matrix im Punkt (0, 1):

gradf(0,1)=< 11), Hf(o,1):<fxx fxy)

- fx fyy




~»  quadratische Taylor-Approximation im Punkt (0, 1)
X
1 -1 1 X
+§(X7y_1)( 1 1)(}’_1)
1
= x—oy+ls( 2y D)+ (v - 1))

Fehler der Approximation fiir (x,y) = (0.1,0.9)
exakter Wert:

£(0.1,0.9) = In(0.1 + 1/0.9) = 0.1915.. ..

Naherung:

1
p(0.1,0.9) = 0.1 0.9+ 14 5 (~0.1* +2(0.1)(~0.1) + (~0.1)?) = 0.19
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Beispiel
]
Quadratische Taylor-Approximation von

fx,y,2) = (xy)*
im Punkt (1,1,1)

Regeln fiir die Differentiation von Potenzen,
d d
—(at)b =ab(at)P™l, —at=lInaa’
dt
partielle Ableitungen

fo = yZ( xy)*h = 1In(xy)(xy)?,
fx = y22z(z — 1)(XY)2727 fz = (In(xy))?(xy)?,
(XY) Vtxyz(z = 1)(xy)* 2 fe=y(xy)" !t + yzIn(xy)(xy)*

foy
Vertauschen der Variablen ~~

f=xz(0) L fy =2z 1002 he = x(o) HxzIn() ()7
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Gradient und Hesse-Matrix

grad f(1,1,1) = (1,1,0)t

fx ty fa 011
Hf(lv]-al) = fyx fyy f;/z = 1 01
fox fzy 12 110

Z (1,1,1)

~»  quadratische Taylor-Approximation im Punkt (1,1,1)

x—1
p(x,y,z) = 1+(1,1,0)| y—1
(zl
1 011 x—1
+§(X—1,y—1,z—1) 1 01 y—1
1 10 z—1

= 1+(x—-1)+(y-1)
+x =Dy -+ Kx-1)(z-1)+(-1)(z-1)
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