Umgebung

Als e-Umgebung eines Punktes x € R” bezeichnet man die offene Kugel
um x mit Radius €:

B:(x)={y eR": |y —x| <¢e}.

Allgemeiner ist eine Umgebung U von x eine Menge, die eine e-Umgebung
B.(x) enthilt.
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Offene Menge

Eine Menge D C R" heiBt offen, wenn jeder Punkt x € D eine Umgebung
U besitzt, die ganz in D enthalten ist. Damit enthélt eine offene Menge
keinen ihrer Randpunkte. Insbesondere sind R” und die leere Menge ()
offen.

Fiir eine beliebige Menge D bezeichnet D C D das Innere von D, d.h, die
Menge aller Punkte mit einer Umgebung in D.
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Abgeschlossene Menge
]
Eine Menge D C R” heiBt abgeschlossen, wenn die Grenzwerte x, jeder
konvergenten Folge von Punkten xx € D in D liegen. Damit enthalt eine
abgeschlossene Menge jeden ihrer Randpunkte. Insbesondere sind R” und
die leere Menge () abgeschlossen.

A2\

Fiir eine beliebige Menge D bezeichnet D D D den Abschluss von D, d.h.
die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in D.
I ——.
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Rand einer Menge

Der Rand 9D einer Menge D C R” besteht aus allen Punkten x, fiir die
jede Umgebung U sowohl Punkte innerhalb als auch auBerhalb von D
enthalt.

D

oD

Alternativ kann der Rand als Differenz von Abschluss und Inneren,
oD =D\ D

definiert werden.
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Kompakte Menge

]
Eine beschrinkte und abgeschlossene Menge D C R" bezeichnet man als

kompakt.
Aquivalent dazu sind folgende Charakterisierungen:

@ Jede Folge in D besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in D.

o Jede Uberdeckung von D mit offenen Mengen besitzt eine endliche
Teilliberdeckung.
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Beispiel

[llustration von Mengeneigenschaften

Halfte einer Kreisscheibe,

D:x*+y><1Ay>0, a

mit Rand 0D = HU S, (170)®(1,0)

H: x*>4+y>=1Ay>0 Halbkreis
S: S5:(-1,1) x {0} Geradensegment
o D offen: keine Randpunkte wegen strikter Ungleichungen

@ H abgeschlossen: Relationen =, > und < bleiben bei
Grenzwertbildung erhalten

@ S weder offen noch abgeschlossen:
Produkt einer offenen und abgeschlossenen Menge

e D, OD kompakt: abgeschlossen und beschrankt
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Multivariate Funktion
]
Eine reelle Funktion f von mehreren Veranderlichen x,

f:R"D2D—WCR", xw f(x),

ordnet einem Punkt/Vektor x = (x1,...,x,)" aus dem Definitionsbereich
D einen Punkt/Vektor f(x) = f(x1,...,xn) = (fi(x), ..., fm(x))* aus dem
Wertebereich W = (D) zu.

Je nach der Dimension m unterscheidet man zwischen skalaren (m = 1)
und vektorwertigen (m > 1) Funktionen. Ist n =1 und f stetig, so
parametrisiert f eine Kurve im R™.

Fiir m, n < 3 verwendet man meist keine Indizes und bezeichnet die
Variablen mit x, y, z. Beispielsweise schreibt man fiir m=n=2

()= ()
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Wie in der Abbildung illustriert ist, kdnnen zur Visualisierung skalarer
Funktionen der Graph

{(x,f(x)): xe€ D}

und die Niveaumengen
{xeD: f(x)=c}

benutzt werden.



Eine vektorwertige Funktion lasst sich veranschaulichen, indem man die
Vektoren f(x) als Pfeile mit den Punkten x assoziiert.
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Multivariate Polynome

Ein Polynom p in n Variablen xi, ..., x, ist eine Linearkombination von
Monomen:

— « o a1 o
p(x) = E anx”, x%=x3"t-xg,
[e%

mit oy € Np.
Je nach Summationsbereich unterscheidet man zwischen

o totalem Grad < m: Y a=a;+ -+ a, < m;

@ maximalem Grad < m: maxa = maxy, ax < m.

Fiir bivariate und trivariate Polynome bezeichnet man die Variablen meist
mit x, y bzw. x, y, z. Beispielsweise bilden die Monome

(x,y) = xdyk j k>0,j+k<m
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eine Basis fiir die bivariaten Polynome vom totalen Grad < m, und eine
Basis fiir die trivariaten Polynome mit maximalen Grad < m besteht aus
den Monomen

(vaaz)'%xjykzev OSJ)kaggm
Man bezeichnet ein n-variates Polynom p als homogen vom Grad k, wenn
p(sx) = s¥p(x) firseR.

Ein solches Polynom ist eine Linearkombination der Monome x +— x® mit
Y a=k.

Die Dimensionen der drei n-variaten Polynomrdaume entsprechen den
Anzahlen der relevanten Monome:

homogen vom Grad k ‘ totaler Grad < m ‘ maximaler Grad < m

() ) e
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Beweis
(i) Bivariate Polynome (n = 2):
Auflistung der homogenen Monome

k=0: 1
k=1: X,y
k=2: X2, xy, y?

3

k=3: X37 X2y, yzx, 3%

~  Anzahl k +1 = (*}?]") fiir Grad k

Dimension der bivariaten Polynome vom totalen Grad < m:

(m+2)(m+1) <m+2)

1+24-+(m+1)= 5 5

(m + 1)2 Monome vom maximalen Grad < m
Xyko gk<m

L Y



(i) Homogene n-variate Polynome vom Grad k:
identifiziere den Exponent

(a1,...,an), 00+ +a, =k
eines relevanten Monoms mit einer strikt monotonen Folge

b1 =a1+1
B2 =1 +ax+2

o1 =a1+--F+ a1+ (n—1)
aus {1,...,k+n—1}, dh.
O‘J:ﬁj_/@jfl_l

mit 3o =0, Bp=k+n
(Kt 1) Moglichkeiten

od
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(iii) n-variate Monome vom totalen Grad < m:
<= (n+ 1)-variate homogene Monome vom Grad m:

m—>y" o;

AL 5 Qn
Xn Xn+1

a1 “ e Qn
Xy Xp = X

(Letzter Exponent liegt fest.)
~»  Dimension des Polynomraums

("

(iv) n-variate Polynome vom maximalen Grad < m:
Analog zum bivariaten Fall existieren (m + 1)" Monome x — x% mit
0<a;<m.
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Beispiel

Verschiedene bi- und trivariate Polynome

bivariates Polynom mit totalen Grad < 3
p(x,y) = a00+ (a10x + a01y) + (a2,0%° + a1.1xy + a0.2y°)

+(a370x3 + 32,1x2y + alygxyz + 30’3y3)

— aq,, a2
bzw. p(x1,%2) = D4, 1 a,<3 30X X
spezielles homogenes bivariates Polynom vom Grad 5

(x,y) = p(x,y) = Tx° — 8x>y® + bxy*

bzw. p(xi,x2) = 7x(30) — 8x(3:2) 1 x(1:4)
trivariates Polynom mit maximalem Grad < 1 in drei Variablen:

p(x,y,z) = a0+ (a1,00x + a0,1,0¥ + 20,0,12)
+(a1,1,0xy + a1,01xz + a0,1,1yz) + a1,1,1xyZ
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Stetigkeit multivariater Funktionen
]
Eine Funktion f : R” O D — R™ ist in einem Punkt (a1,...,a,) ihres
Definitionsbereichs D stetig, wenn

x—a = f(x)—f(a),
d.h. fiir alle £ > 0 existiert 6(¢) > 0, so dass
x—al<d = |f(x)—"f(a)l<e.

Gilt dies fiir alle Punkte a € D, so ist f stetig auf D.

Existiert der Grenzwert fiir einen Punkt a auf dem Rand 0D des
Definitionsbereichs, so ldsst sich f in diesen Randpunkt stetig fortsetzen.

Stetigkeit ist vertraglich mit den arithmetischen Operation, d.h. eine
Summe, ein Produkt und ein Quotient stetiger Funktionen ist stetig. Bei
der Bildung eines Quotienten muss lediglich vorausgesetzt werden, dass
der Nenner keine Nullstelle hat. Desweiteren ist die
Hintereinanderschaltung stetiger Funktionen stetig.
]
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Beispiel

Unstetigkeit nicht-konstanter bivariater in Polarkoordinaten gegebener
Funktionen f, die nur vom Winkel und nicht vom Radius abhangen

f:(r,p) — f(p) mit x = rcos,
y=rsing, r=+/x2+y2
z.B.

Xy
X2 + y2

f(x,y) = = cossin g

4 0 1
Einschrinkung auf Gerade durch den Ursprung, g : y = mx bzw.
g: p=c ~> konstanter Funktionswert:

mx2 m

=cm bzw. f(p)=cosysiny = c,

nicht stetig fortsetzbar fiir (x,y) — (0,0), da verschiedener Grenzwert fiir

jede Ursprungsgerade:
m m
lim f =li =
x[)nO (X’ mX) x[;nO 1+ m? 1+ m?
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Extremwerte stetiger Funkionen
]
Eine stetige Funktion f : R” O D — R besitzt auf einer kompakten Menge
K C D sowohl ein Minimum als auch ein Maximum.

Auf dem links abgebildeten Funktionsgraphen sind Minima und ein
Maximum markiert. Bei den Niveaulinien erkennt man die Extremstellen
durch geschlossene Kurven, die diese Punkte einschlieBen.

4

o
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Aquivalenz von Normen
]
Jede Vektornorm || - || in R” ist zur euklidischen Norm | - | dquivalent, d.h.
es gibt positive Konstanten ¢, mit

alx|l < [x| < efix]]

fur alle x € R".
|
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Beweis

Die Ungleichungen sind skalierungsinvariant, d.h. invariant unter der
Substitution x — sx mit s € R.

~>  betrachte nur Vektoren x auf der Einheitssphare

S:|x|=1

IIx|| #0 firx € S = Stetigkeit der Funktion x — |x|/||x]| (%)
S kompakt — 3 positives Minimum ¢; und Maximum ¢

(*) Beweis der Stetigkeit der Norm mit Hilfe der Dreiecksungleichung:
IXIF < lix =yl + 1yl Ayl <y =)+ (1]
—>  (nach Umformung)
(X[ = lIyll) < lIx =yl bzw. [lIx[| = lly[[] < [lx = ¥l

d.h. || || ist Lipschitz-stetig mit Konstante 1
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Lipschitz-Stetigkeit
]
Eine Funktion f ist Lipschitz-stetig auf einer Menge D, wenn eine
Lipschitz-Konstante c¢ existiert, so dass

() = FW)Il < cllx =yl

fir alle x,y € D.

Ist f stetig differenzierbar und D konvex, so kann die Lipschitz-Konstante
mit Hilfe der Norm der Jacobi-Matrix abgeschatzt werden:

c <sup || f(x)]|
x€D S~~~
J

mit [[J[| = max ;=1 [| 2]
]
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Beispiel

Stetigkeit der radialen Funktion




(i) a=1
f ist global Lipschitz-stetig, denn

r=r'l=llx[ = X < [x = x|,
d.h. ¢ = 1 ist Lipschitz-Konstante fiir D = R"
(i) a>1
f ist Lipschitz-stetig auf beschrankten Mengen D
Mittelwertsatz ——

|r = ()| = as*Hr = 1|
mit s zwischen r und r’
~»  Lipschitz-Konstante ¢ = max,¢p a|x|**
(i) 0<a<l:
f ist stetig aber nicht Lipschitz-stetig in einer Umgebung von (0, 0), denn
|[r® — 0% < c|r —0]
ist fiir r — 0 nicht erfiillbar
(iv) a<o:
f ist unstetig bei 0, denn lim,_o r* = oo

L RIS



Konvergenz von Vektoren
I ——.
Eine Folge von Vektoren xx € R" konvergiert gegen einen Vektor x,

lim x, = x. bzw. x, — x,fiirk — oo,
k—o0

wenn fiir alle ¢ > 0 ein Index k. existiert mit
|xk — x| < e fiirk > k..
Mit anderen Worten enthilt jede e-Umgebung
B-(x:) ={y: ly — x| <e}

alle bis auf endlich viele Folgenelemente.

Aquivalent zur Konvergenz von (xk) ist die Konvergenz aller Komponenten
der Folge, d.h. es kdnnen eindimensionale Konvergenzkriterien
herangezogen werden.
]
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Beispiel

alternierende Projektion auf zwei Geraden

~+  Konvergenz der Folge (xx, yx)' gegen den Schnittpunkt (x, yx)*
. ______________________|]

[llustration fiir die abgebildeten Geraden
xk \ (0 0 1/2
yve ) V0 )7\ 1 )7\ 1/2 )"
1/2 3/4 1
(7)) (5a) = (3

Konvergenz der ersten Komponente:

ok = xok1=1—(1/2)K > 1,

)

1—14(1/2)K = (1/2)k <& fiirk >k = —Ide
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Cauchy-Kriterium fiir Vektoren
]
Eine Folge von Vektoren x, € R" konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist, d.h. wenn fiir alle € > 0 ein k. existiert mit

|Xg—Xk| <e furl, k> k..

Dies ist gleichbedeutend damit, dass jede der n Komponenten der Folge
X1, X2, ... konvergiert.

Aufgrund der Aquivalenz von Normen im R” kann anstelle der
Euklidischen Norm auch jede andere Vektornorm verwendet werden.

Eine oft einfach zu verifizierende hinreichende Bedingung fiir das
Cauchy-Kriterium ist geometrische Konvergenz. In diesem Fall gilt

XK1 — Xk| < clx — xu—1]

mit einer Konstanten ¢ < 1.
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Beweis
Geometrische Konvergenz ~—  Cauchy-Kriterium

Dreiecksungleichung, Abschatzung fiir benachbarte Folgenelemente
=

Ixe — x| Ixe — Xo—1 + Xo—1 — Xv—2 + *+ + Xky1 — X«|
Ixe — xo—1| + |xe—1 — xe—2| + - + [Xkp1 — X«
AT e N T2 4 p e Nk

cAk(1+>\+>\2+---)§ﬁAk:c’Ak<s

IA A

fir £ > k > k. =In(g/c’)/In A
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Beispiel

bindrer Baum: x
*

neue Segmente jeweils um den
Faktor A (0 < A < 1) verkiirzt
und in einem Winkel von 9 an-
gefligt

geometrische Konvergenz sukzes-
siver Verzweigungspunkte x:

|Xk+1 — xk| = ek
Cauchy-Folge, denn
Ixe —xk| < |xe = Xxe—1] + [Xe—1 — xe—2| + -+ A+ kg1 — Xkl
< XN g e ek
- c>\k(1-|->\—|->\2+-~)§ﬁAk:c’Ak<e

fir £ > k > k. =In(g/c’)/In A
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Kontrahierende Abbildung
]
Eine Abbildung

g:D—-D, DCR",

ist kontrahierend, wenn in einer geeigneten Norm

le(x) —eWll <clx—yll, xyeD,

mit ¢ < 1 gilt.

Die Konstante ¢ wird als Kontraktionskonstante von g bezeichnet. Sie
kann fiir eine konvexe Menge D mit Hilfe der Jacobi-Matrix durch

c < sup [lg’'(x)]
xeD

abgeschitzt werden mit der Matrixnorm ||J|| = max) =1 [|Jx].
L]
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Beispiel
]
Richardson-lteration zur Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b
fiir eine symmetrische positiv definite Matrix: A

x = g(x) =x —w(Ax — b)

]
kontrahierend, falls w geniigend klein gewdhlt wird

Begriindung:
g(x)—8(y)=Qx—y), Q=E-wA

Eigenwerte von Q:

ok =1 —wh
mit Ax > 0 den Eigenwerten von A
w=1/maxg Ay, =  x>0und

c=Ql = max ok = 1- (mkin Ak)/(mfok) <1

bei Verwendung der der euklidischen Norm zugeordneten Matrixnorm || ||
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Banachscher Fixpunktsatz
]

Ist g eine kontrahierende Abbildung, die eine nicht leere, abgeschlossene
Menge D C R” in sich abbildet, d.h. gilt

e D=D#

exeD = g(x)eD

o lg(x) — gl < cllx — yl| ¥,y € D mit c <1,
dann besitzt g einen eindeutigen Fixpunkt x, = g(x.) € D.

Ausgehend von einem beliebigen Punkt xp € D kann x, durch die

Iterationsfolge
X0, X1 = g(Xo)v X2 = g(Xl)v s

approximiert werden.
Fiir den Fehler gilt
0

c
e = xell < 7 lIx1 = ol

—-c
d.h. die Iterationsfolge konvergiert fiir jeden Startpunkt linear.
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Der Fixpunktsatz gilt allgemeiner in vollstandigen metrischen Raumen. Da
die Translationsinvarianz und Homogenitdt der Norm nicht bendtigt wird,
kann man ||x — y|| durch eine allgemeine Abstandsfunktion d(x, y)

ersetzen.
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Beweis
(i) g(D) C D = xy € Dfiir alle £ >0

(ii) Kontraktionsbedingung —

X1 = xell = llg(xe) — g(xe-1)ll < clixe = x|

lteration ~~
341 — xel| < ¢ [xa — xoll

(iii) Dreiecksungleichung =

e = xell = e = xie—all + a1 = xe—all + - 4 llxes — x|
< (CZ‘_I +o At x = xoll = =5 I — xoll
< =l —xoll
~»  Cauchy-Konvergenz der Folge xg, x1, . . . gegen einen Grenzwert x;
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(iv) Kontraktionsbedingung —

g (x) = x|l < [lg(xe) — g (xi)I + llg (xi) = xel| < € I — Xl + [ Xk1 — X
Grenzwert k — oo — Xxx Fixpunkt
(v) x. eindeutig, da

[% — x|l = [lg (%) — g(x)l| < cf[ % — x|

mit c <1

(vi) Abschatzung fiir den Fehler <= Bilden des Grenzwerts fiir
k — oo in der Ungleichung (iii) fiir || xx — x¢||
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Beispiel
]
Gestortes lineares System:

Ax +ef(x)=b

mit einer quadratischen invertierbaren Matrix A und einer
Lipschitz-stetigen Funktion f (Konstante cf)

Losung mit Hilfe der Iteration
x — g(x) = A_l(b —ef(x))

]
Priife die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes fiir die
abgeschlossene Kugel um p = A~!h mit Radius r,

D={y: |ly—-pll<r}, p=A"'b
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() &(D)cD:
firxe D

lg(x) = pll = e AT (x)II < e A7 max | F(y)]
yeD
g(x) € D (Abstand zu p < r), falls

r
e <
|A=2 maxyep (I (y)]l

(ii) Kontraktionsbedingung:

lg(x) — gl = el ATH(F(x) = FI < ell A e [1x = v
—_———

c

mit ¢ < 1, falls )
E< ———
[A=2 | cr

Beide Bedingungen, (i) und (ii), sind fiir hinreichend kleines ¢ erfiillt.
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Partielle Ableitungen
]
Die partielle Ableitung Oxf einer Funktion f : R” 5 D — R™ nach der
k-ten Variablen x ist die Ableitung der univariaten Funktion

Xk > F(X1y ooy Xy o v e s Xn) s

bei der die Variablen x;, j # k, als Konstanten betrachtet werden. Man
schreibt auch of
Okf = fy

K 8_Xk’
bzw. wenn x, y, z als Variablen verwendet werden, 0xf = f, = 9f /0x,

Oy f = f,, etc.. GemaB der Definition der univariaten Ableitung gilt

() = lim f(...,xk+h,.../)7—f(...,xk,,,_).
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Partielle Ableitungen sind sowohl fiir skalare (m = 1) als auch fiir
vektorwertige (m > 1) reelle Funktionen definiert. In beiden Féllen bleibt
der Funktionstyp beim partiellen Ableiten erhalten. DefinitionsgemiB gilt

fi Okh
fn 8kfn

d.h. die partielle Ableitung wird simultan in den Komponenten gebildet.
Die iibliche Konvention ist, sowohl fiir die Variable x als auch fiir die
Funktion f Spaltenvektoren zu verwenden. Dies ist wichtig bei der
Definition der totalen Ableitung bzw. einer linearen Approximation von f.
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Beispiel
]
Partielle Ableitungen fiir verschiedene Funktionstypen
]
(i) Skalare Funktionen:

skalare partielle Ableitungen

(;)Hf(x,y):xﬁ -

Of(x,
fx(va):yzv %:2)9/

X1

xp | = f(x1,x0,x3) = x13xQ + x1x32 ~s
X3

f
O f(x) = 3x¢x0 + X3, ? =53, fiu(xi, %, x3) = 2x1x3
X2

(Verwendung der verschiedenen alternativen Notationen)
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(ii) Vektorwertige Funktion:
gleiche Komponentenzahl der partiellen Ableitungen

(1) = (50 )

cost —rsint
fo(r.t) = ( sint )’ ft(r’t):( rcost )

X
Xl . fi(x1, x2, x3) _ x3x3 .
2 fo(x1, x2, Xx3) X2+ x1x

X3
81f1 X 0
Hfx) = < 31"2%)3 ) N ( 2x1 + x5 )
af(Xl,Xz,Xg) o 3X22X3
Oxo N < 0
X3
03f(x1,x2,x3) = < %13 )
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Mehrfache partielle Ableitungen

I

Zweifache (hintereinander ausgefiihrte) partielle Ableitungen werden mit
o0*f

8xj(‘)xk

OjOKF = Fr; =

bezeichnet. Analog schreibt man 9;0,0; . .. f fiir partielle Ableitungen
hoherer Ordnung.
Sind die partiellen Ableitungen stetig, so spielt die Reihenfolge der
Differentiation keine Rolle. In diesem (Normal)fall kann man alternativ die
Multiindex-Notation

O =0 -0y f, a=(a1,...,an),
verwenden, wobei der Index oy € Ng die Anzahl der partiellen Ableitungen
nach der k-ten Variablen bezeichnet. Die Summe |a| = a3 + -+ + « ist
die Ordnung der partiellen Ableitung. Beispielsweise ist fiir eine glatte
Funktion f von 3 Variablen 9®13)f = 920,03f eine partielle Ableitung
der Ordnung [(2,1,3)| =2+1+3=6.
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Beispiel
]
Partielle Ableitungen hoherer Ordnung verschiedener Funktionstypen
]

(i) flxy)=x/y:

(ii) £(x1,x2) = ( Si(r::zi(leil) ):

Ouf — < —xp sin(x1x2) )  onf = ( —Xx1xp cos(x1x2) )

cos(x1 + x2) —sin(x1 + x2)

(iii) f(x1,x2,x3) = exp(x1 + 2x2 + 3x3):
O f =f, 82f:2exp(x1+2x2+3><3):2f, O3f =3f ~

OBLIf = 030,02f = 1% -2 32 = 18f
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Beispiel
]
Partielle Ableitungen der Funktion

f(Xla s ?Xn) = eXp(i(th) = eXp(i(W]_Xl + 4+ wan))

(ebene Welle)
I ——.
Kettenregel ~~
Okf(x) = iwkexp(iwx)
000kf(x) = (iwe)(iwk) exp(iw'x)

und somit

9F(x) = (iw)® exp(iwtx) = il*y® exp(iwtx)
mit a = (a1, ..., ap) und W = Wi - WG
zB. (n=2):

ACYf(x) = 17 wiwdexp(i(wixt + waxz))
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Partielle Ableitungen von multivariaten Polynomen

Die partielle Ableitung
9xP = ot ...onr (xfl . -xff")

eines Monoms ist nur dann ungleich Null, wenn
a<pB <= ai < BrVk, und in diesem Fall gleich

ex’ c=[] BBk —1)- - (Bk — aw + 1) = Bl/al
k=1

mit (j, k,...)! = jl k! ---. Insbesondere ist
8ax’8|xzo =aldy .
Gilt fiir ein Polynom p(x) = > 5 ¢cs xP
p=0 VYamitla|=a1+ - +ap=m,

so hat p totalen Grad < m, d.h. ¢g = 0 fiir |3| > m.
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Beweis
zu zeigen:

p:ZCBX’B,ﬁapEOVamit\a|:m = c=0V3mit|g|>m
B

Widerspruchsannahme: ¢z # 0 fiir ein 8 mit [3| > m
wahle o mit [o| =mund a <3~

0°p(x) = Y o (B al)x""* 20,
B'>a

da mindestens der Summand mit 3’ = 3 nicht verschwindet im Gegensatz
zu der Annahme, dass alle partiellen Ableitungen der Ordnung m identisch
Null sind
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Vertauschbarkeit partieller Ableitungen
I ——.
Sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion

f: D>R"— R stetig, so gilt

0O f = ODjf .

Fiir hinreichend glatte Funktionen ist also die Reihenfolge partieller
Ableitungen vertauschbar. Insbesondere rechtfertigt dies die
Multiindex-Schreibweise.

Angewandt auf die Komponenten gilt die Aussage ebenfalls fiir
vektorwertige Funktionen f : D 3 R” — R"™.
]
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Beweis

Variablen x;, £ # j, k, irrelevant fiir die partielle Ableitungen 0;, Ok
~»  betrachte 0.B.d.A. eine bivariate Funktion f(x, y)

bezeichne mit

Y
g(X) = f(Xa B)_f(X’A)a A
h(y) = f(b,y)—f(a,y) Bl
die Differenzen in y- bzw. x-
Richtung und berechne g
Q = f(b,B)—f(b,A)—f(a, B)+f(a,A)
Al
mit Hilfe des eindimensionalen

Mittelwertsatzes (MWS) auf zwei
verschiedene Arten
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D
I

[f(b,B) — f(b,A)] — [f(a, B) — f(a, A)]
g(b) — g(a)

s (b— a)gx(c)
(b —a)[fi(c, B) — fi(c, A)]

(= a)(B Ay (c.C)

S0l

i

fiir ein c € (a,b) und C € (A, B)

Q [f(b,B) — f(a,B)] — [f(b,A) — f(a, A)]
h(B) — h(A)

. (B—Ah,(C")
(B = A)f(b, C*) — (2, C")

. (B=A)(b=2)fu(c", C")

S

i

fiir ein ¢* € (a,b) und C* € (A, B)
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Gleichsetzen —
&Y(C’ C) = fyX(C*v C*)

Verkleinerung des Rechtecks durch Grenziibergang (b — a, B - A) —
fX}’(av A) = @X(av A)

aufgrund der Stetigkeit der gemischten zweiten Ableitungen
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Totale Ableitung und Jacobi-Matrix

Eine Funktion f: D 3 R" — R™ ist in einem Punkt x differenzierbar,
wenn
f(x + h) = f(x)+ f(x)h+ o(|h])

fur |(h1,..., hy)| — 0.
Die Ableitung ' ist die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen:
Ofi - O
f' = (Ouf,...,0nf) = : :
O1fm -+ Onfm
und gemaB den Regeln des Matrix/Vektor-Kalkiils ist

f'(x)h = O f(x)hy + - + Onf (x)hp .
Hinreichend fiir die Existenz der Ableitung f’(x) ist die Stetigkeit der
partiellen Ableitungen in einer Umgebung von x .
Alternative gebrduchliche Schreibweisen sind
Af,..., 1)
X1,y Xn)
] 50/195

fl=Jf=



Fiir eine skalare Funktion (m = 1) bezeichnet man die Ableitung als
Gradient,

t

oL f

(O1f,...,0nf) = f' = (grad )" = :
Onf

Dabei ist zu beachten, dass die n x 1-Jacobi-Matrix ein Zeilen- und der
Gradient ein Spaltenvektor ist; deshalb ist die Transposition ' notwendig.

Fiir die Parametrisierung einer Kurve t — f(t) = (A(t),. .., fm(t))*
(n = 1) bezeichnet man den m-Vektor f'(t) als Tangentenvektor.

Um die lineare Approximation kleiner Anderungen (|h| — 0)
hervorzuheben, schreibt man

of of
df = =—dxg + - + —dx,
8X1 1t + aX,, x

mit sogenannten Differentialen df und dx.
]
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Beweis
betrachte bivariate Funktionen (analoge Argumentation im multivariaten
Fall)

(i) zeige: Existenz von ' = ' = (O1rf,...,0nf)
Fiir eine bivariate Funktion f(x,y) und h = (s,0)" gilt

fx+sy) = fl,y)+f(xy)(s0)"+o((s,0)])
= fy)+ s+ o(s]),

wobei (J f); die erste Spalte von Jf bezeichnet.
Division durch s und Bilden des Grenzwerts fiir s — 0 ~

et s ) = H6) |y = 2D _ ¢ y) 1 0

(J f)l = lim

s—0 S s—0

analoge Argumentation fiir (J )2
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(i) zeige: Stetigkeit von O1f,...,0,f =  Existenz von f’

betrachte eine skalare Funktion f(x,y)
Mittelwertsatz ~——

fix+s,y+t) = [f(x+s,y)—fO,y)]+[f(x+sy+t)—Ff(x+s,y)
+f(x, y)
= sf(&y)+tfy(x+s,m)+ f(x.y)

mit § € (x,x+5), n € (y,y +1t)
Stetigkeit von f, und f, —

(& y) = K(xy) +o(ls]),  f(x +s,m) = £,(x,¥) + o(|(s, t)])

fir | (s, t)| — 0 und damit die Differenzierbarkeit der Funktion f:
~——

h

f(x+s,y+1t)="F(x,y)+sf(x,y)+ th(x,y) + o(|h])

separates Betrachten der Komponenten ~~  vektorwertiger Fall
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Beispiel
|
Differenzierbarkeit der Funktion

(i) Unstetigkeit im Ursprung:

X2

1 1
lim f(x,x) = 257&—§:>|(i_r>n0f(x,—x)

x—0 x2 4+ x?
= f nicht stetig und damit auch nicht differenzierbar bei (0, 0)
(ii) Existenz der partiellen Ableitungen:

f(x,0) = £(0,y) =0
£(0,0) = £,(0,0) = 0
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(i) Unstetigkeit beider partieller Ableitungen im Ursprung:
bestimme den Grenzwert der partiellen Ableitung
v —x%y

f(x,y) = 2127

fir (x,y) — (0,0) entlang verschiedener Kurven:

0

y=x v fimb(ox) = fim ey =0
und
6 4 2
2 . T X0 =xT x-1
y=o e I Ao = Jin G T i e T

Die Unstetigkeit der partiellen Ableitung f, im Ursprung folgt analog.
Beispiel —

Die Existenz der partiellen Ableitungen ist nicht ausreichend fiir
Differenzierbarkeit.
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Beispiel
I ——.

Uberpriifung der Definition der Ableitung/Jacobi-Matrix fiir

X+ 2y 1 2
f(x,y) = o4 . Fly) = (Roy), f00y) = vy x
3x% 4 y? 6x 2y

berechne den Fehler R = f(x + s,y + t) — f(x,y) — f'(x,y)(s, t)*

(x+5s)+2(y+1t) . s+ 2t
fcksi=| eorn | rean (3)=( s
3(x +5)2 + (y + t)? 6xs + 2yt

= R =(0,st,35° + t*)" = o(|(s, 1)),
d.h. jede Komponente strebt fiir (s, t) — (0,0) schneller gegen 0 als

Al = [(s, 1)]
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Beispiel

Jacobi-Matrizen verschiedener Dimension

(i) Gradient der skalaren Funktion (x,y)" — r(x,y) = /x% + y2:
re = (1/2)(x* + y?)~1/2(2x) = x/r, Symmetrie =  r, = y/r und
folglich

r'=(rr) = (x/r.y/r) = (grad r)’

(ii) Tangentenvektor, der durch

parametrisierten Kurve (Schraubenlinie):

—sint
d(t)y=| cost
1
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(iii) Jacobi-Matrix, der durch

X sin ¥ cos
9\ p . .
( ) =1 vy | =] sindsing
14 z cos v

definierten Parametrisierung der Einheitssphare:

 9(x,y,2) X9 X cosﬁc95go —.smz95|n<p
p = oo | Y | = cos¥sinyp  sintcosp
(r, 9, ) Zy Z —sind 0
©
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Multivariate Kettenregel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Fiir die Hintereinanderschaltung
h=gof: x—y="Ff(x)—z=g(y)=h(x),
stetig differenzierbarer Funktionen f : R” O U — Rf und
g: REDV = R™ mit £(U) C V gilt
H(x)=g'(y)f'(x),
——
mx{ €xn

d.h. die m x n-Jacobi-Matrix von h ist das Produkt der Jacobi-Matrizen
von f und g. Die einzelnen Eintrige von h’ ergeben sich durch
Matrixmultiplikation:

f
Z&g,f) i=1,....m k=1,...,n.

8Xk dy; Oxy’

Jj=
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Diese Identitdt vereinfacht sich, wenn eine oder zwei der Dimensionen
gleich eins sind. Beispielsweise hat eine multivariate Funktion g entlang
einer Kurve mit Parametrisierung f,
x = h(x) = g(f(x), ..., fi(x)),
die Ableitung
dh

T~ 8(FONA() + -+ + g (F(x))fi (x) = (gradg)*[ 1, (),

d.h. K (x) ist das Skalarprodukt aus Gradient von g und Tangentenvektor
von f.

Fiir Funktionen von zwei oder drei Veranderlichen werden oft statt der
Index-Schreibweise verschiedene Buchstaben fiir die Variablen verwendet.
Beispielsweise ist die Jacobi-Matrix der Funktion

< X ) N < p(u(x, ), v(x,y)) )
y q(u(x,y), v(x,y))
gemaB der Kettenregel das Matrixprodukt

( Pu Pv > < Ux uy >
u Qv Jluey)vixy)) N %Y Jlicy)

I, s




Beweis
Definition der Ableitung und Jacobi-Matrix:

Existenz der Ableitungen f'(x) und g'(y) =

g(f(x+Ax)) = g(f(x)+f(x)Ax + o(|Ax|)) = g(y)+lg'(y) Ayl+o(|Ay])
Ay

~>  Formel fiir die Jacobi-Matrix von h=go f, da
[g'(v) Ay] = g'(y)f'(x) Ax + o| Ax])
(x)
h(x

und |Ay| = O(|2x])
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Beispiel
]

Jacobi-Matrix der Hintereinanderschaltung der Funktionen

1
X3 sin X1 y1+Inys
y:f(X):< eXQ/X3 )7 g(y): 0
y2Cos y1

fir x =p=(m, 0, 1)t

f'(x) ([ x3cosx; 0 sin x| (190
x=p = 0 e*? /x3 —e’Q/Xs2 |X:p_ 0 1 -1
1 0 1 0
1 1/ya 11
gWy=rp) = 0 0 “loo
—ya2sinyr cosyr ly=(0,1) 01

L S



Kettenregel ~»  H(m,0,1) = g’(0,1) f'(7,0,1) und nach Einsetzen

10 -10 0
, 1 10 0\ | -11 -1
im0 =149 ¢ (0 1—1)‘ 0 0 0
0 1 0 1 -1
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Beispiel

. __________________________________________________________________________________________________________________|
Kettenregel fiir eine skalare Funktion f(x, y) entlang einer Kurve

t e (x(t), y(1))*
]
Spezialisierung der allgemeinen Formel — ~~

d

2 F(x(0), ¥(2)) = £(x(2), y (£)X(£) + £, (x(2), ¥ (£))y'(2)

(Skalarprodukt von Gradient und Tangentenvektor)

Anwendung im konkreten Fall
f(x,y) = xy?, x=cost, y = sint(Kreis)
Gradient: (f, f,)t = (y2,2xy)t, Auswertung entlang der Kurve —~

(sin® t,2cos tsin t)t
Tangentenvektor: (x’,y’)t = (—sint,cos t)t
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Einsetzen in die Kettenregel ~~

d

af(x(t),y(t)) = (sin®t,2costsint) ( _czisntt >

= —sind3t+2cos?tsint =2sint —3sin’t

Vergleich mit der direkten Berechnung:
f(x(t),y(t)) = costsin’t —
d

&f(x(t),y(t)) = —sint(sin®t) + cos t(2sintcost) v

L Y



Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|
Berechnung des Gradienten der Funktion h = g o f fiir

X+Yy
f(x,y) = X—y . g(u,v,w) =+ v+ w?
x2+y?—1

|
Jacobi-Matrix von f

1 1
fl'=(f ) = 1 -1
2x 2y

Gradient von g

(gradg)t =g’ = (2u,2v,2w) =2(x + y,x — y,x* + y* — 1)
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Kettenregel, h'(x,y) = g'(f(x,y))f'(x,y) =

X+y+x—y+2x(X2—{—y2—1) )t

dh)t = dg)tf =2
(gradh) = (gradg) (x+y_x+y+zy<xz+y2—1>

h g/

und nach Vereinfachung

grad h = 4(x> + y?) < ; )
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Beispiel

Transformation von Gradienten bei affiner Abbildung eines
Referenzdreiecks

Parametrisierung eines allgemeinen Dreiecks D
mit Eckpunkten a = (a1, )", b, ¢, ausgehend ©0,1)
von dem Referenzdreieck D, : x1 +x0 < 1, xx > !
0 l
(0,0) (10
;

y=p(x)=a+(b—a)x1+ (c—a)x

Jacobi-Matrix
(y1,y2) by —a1 a-—a
/ = 2 re) _(p

P ) I(x1, x2) (b-ac-a)= by —a2 c—a

Kettenregel —
(grad h(x))" = (grad g(y))" p'(x), h(x) = g(p(x))

fiir skalare Funktionen g und h
Anwendung: Aufstellen von Steifigkeitsmatrizen fiir Finite Elemente

S S



Richtungsableitung
]
Die Ableitung einer Funktion f : R” 5 D — R in Richtung eines Vektors
v =(v1,...,V,)" im Punkt x ist die Steigung der univariaten Funktion

t +— f(x + tv) an der Stelle t = 0:

Of(x1,...,xp) = lim fix+tv) — F(x) = (Cclltf(x—l- tv)) )
t=0

t—0 t

Speziell ist Og, f mit e, dem k-ten Einheitsvektor die partielle Ableitung
bzgl. der k-ten Koordinate.

Aufgrund der Kettenregel gilt
O, f(x) = (grad f(x))' v =01f(x)v1 + -+ + Onf (X)Vn .

Die lokale Anderung von f ist somit maximal (minimal) fiir
v =sgrad f(x) mit s >0 (s < 0).
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Die Richtungsableitung kann allgemeiner auch fiir eine vektorwertige
Funktion f : R" 5 D — R™ definiert werden. Bei der Berechnung ist dann
der Gradient durch die Jacobi-Matrix zu ersetzen:

Af(x)=Ff(x)v.
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Beispiel
]
Berechnung der Richtungsableitung der Funktion

f(x,y) = x>

im Punkt (x,y) = (2,-1)
L]

Gradient
( )
(2,-1) 12

B, f(2,—1) = (—4,12) ( 51 ) = —4v; + 12w
2

2xy3
grad f(x, y)|2,—1) = ( 3X2};,2 )

~»  Richtungableitung

maximal fur
V=2 ( 12

) mits >0,
also z.B. fiir v = (-1, 3)
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Niherung (lineare Taylor-Approximation) fiir den groBten lokalen Anstieg
von f:

F2—t,—143t) ~ f(2,—1)+td,f(2,—1)

= —4+t(—4, 12)< _31 )
= —4440t

fur kleine Werte von t
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Tangente
I ——.

Der Tangentenvektor einer mit einer stetig differenzierbaren Funktion
£t (A(L),..., ()"

parametrisierten Kurve im Punkt f(tp) ist die Ableitung f'(to), falls
mindestens eine der Komponenten f/(tg) ungleich Null ist. Die Tangente
ist in diesem Normalfall die durch

f(to) + f'(to)(t — to), teER,

parametrisierte Gerade.

Ist f'(to) der Nullvektor, so ist

die Parametrisierung bei ty sin-

gulir. Ein Tangentenvektor kann, I (to)
muss aber nicht existieren, denn sing. Pkt.

die Tangentenrichtung kann sich

im Punkt f(tp) abrupt dndern.
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Beispiel

Tangentenvektor und Tangente fiir die Schraubenlinie
C: tw f(t) = (cost,sint,t)t

(i) Tangentenvektor:

f'(t) = (—sint,cost, 1)t

(ii) Tangente im Punkt f(37): 15 '
f(3r) = (-1,0,3n)" 10 W

f'3r) = (0,-1,1)" 5 -
~»  Parametrisierung ? ﬂi
1
" 0 ’ -1 0
te 0 |+| -1 |(t=3m) 2 -
37 1
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Beispiel
]
Stetige und unstetige Anderung des Tangentenvektors an einem singuliren
Kurvenpunkt
]
(i) t = F(t) = (£3, )"

abrupte Richtungsinderung fiir to = 0 von (0, —1)* nach (0,1)*

mdglich, da f/(0) = (0,0)*

L Y



(ii) t > g(t) = (£, )
stetige Tangentendnderung trotz f'(0) = (0, 0)*
Umparametrisierung

—  g'(s) = (1,4s'/3/3)t stetig bei s =0

Y

f(t) = (t3’t4)t

Y

0 1
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Tangentialebene

Die Tangentialebene im Punkt p = (p1,. .., pn)" einer durch
S:f(x1,...,xn) =¢

implizit definierten Flache besitzt die Darstellung

E: 0= (gradf(p)) (x — Zak (pP)(xk — Pk)

falls mindestens eine der Komponenten 9xf(p) des Gradienten ungleich
Null ist. Der Normalenvektor von E ist also parallel zu grad f.

Ist grad f(p) = (0,...,0)", so muss eine Tangentialebene im Punkt p nicht
existieren. Beispielsweise kann die Flache eine Kante oder Spitze haben.
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Fiir den Graph einer Funktion x — x, = g(x1,...,Xp—1) ist

n—1
E:x,—g(q)= Zakg(Q)(Xk — qx)
k=1

die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (q1,...,¢n-1,8(q))". Die
partielle Ableitung 0xg(q) entspricht somit der Steigung der
Tangentialebene in Richtung der k-ten Koordinatenachse. Die Normale der

Tangentialebene ist parallel zu (—d1g(q), ..., —0n—18(q),1)".
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Wird eine Flache S C R” durch eine Parametrisierung beschrieben,
S:(styesSn-1)t = (h(s), ..., ha(s))t,

so spannen die partiellen Ableitungen Oxh(s*) die Tangentialebene E im
Punkt p = h(s*) auf, d.h.

n—1

E:p+) sh(p), sceR.
k=1
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Beweis
(i) Implizite Darstellung einer Fliche durch f(xi,...,x,) = c:
Definition der totalen Ableitung f' = (grad f)* —

f(x) = f(p) + gradf(p)'(x — p) + o(|x — p|)

Vernachlissigung des Terms o(|x — p|), f(x) = f(p) =¢c ~
Gleichung der Tangentialebene

(ii) Darstellung einer Flache als Funktionsgraph y = g (x1, ..., Xp—1):

Ay = Z@,g (Ax;) + o(|Ax|)

mit Ay =y —g(q) und Ax=x—gq
Vernachlassigung des Restgliedes ~»  Darstellung der Tangentialebene
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Beispiel
I ——.

Tangentialebenen fiir den Kegel
K:f(x,y,z)=x>+y?>—22=0

. __________________________________________________________________________________________________________________|
grad f(x,y,z) = (2x,2y,—2z)* ~»  Tangentialebene im Punkt
(%05 Y0, 20)

E: 2x0(x — x0) + 2y0(y — y0) — 220(z — 20) = 0
Tangentialebene im Punkt (xo, y0, 20) = (3,4,5)
E:0=6(x—3)+8(y—4)—10(z—5)=6x+8y —10z

(Jede) Tangentialebene enthilt den Ursprung.

grad f(X07.y07 ZO) = (Oa 07 O)t fir (X07y07 ZO) = (Oa Oa 0)
~>  keine Tangentialebene an der Spitze des Kegels

L W



Beispiel
]
Tangentialebenen fiir den den Funktionsgraph von

gx)=Ix—p| = |x+p|7t x=(x,%)

(Potential eines Dipols mit Ladungen in den Punkten +p = +(p1, p2))

O +x3) 72 = (=1/2)( +x3) 2 (2a) =

Xk + Pk Xk — Pk
9 — _ k=12
)= e e f T

Gleichung der Tangentialebene E im Punkt x = g = (g1, 92)

x3—g(q) = Z(qk+pk qk_pk)(xk—qk)

3 1g— pl3
—\lg+pP lg—pl

31(;(‘1)
_ (@ p)((x0) =) (g—p)((a,x) - q)f
lg+p|3 lg—p|3
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z.B. fiir g = (0,0)

p1X1 + p2x2

glg)=0, E:x3=2
(4) 7P

Tangentialebene verlauft durch den Ursprung und enthilt die Gerade
senkrecht zu p

keine Tangentialebenen in den Singularitdten (x = £p)
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Beispiel

Tangentialebene des Hyperboloids

H: (¢,2) = h(p,z) = (V1+z2cosp, /1 + 22sinp, 2)*

im Punkt p=(1,-1,1) = h(—m/4,1)

partielle Ableitungen der Parametrisierung

z
5 .
—V 14 z%sing *1_2{_2203590
ho(p,2) = | V1+z2cosp |, hp z)= sin
0 V1422 4
1

Auswertung im Beriihrpunkt

—V2(-1/v2) 1 1/2
hy(—7/4,1) = V2 (1//2) = 1], h(-7m/81)=| —1/)2
0 0 1
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~>  parametrische Darstellung der Tangentialebene

X 1 1 1/2
E:[ vy |=-1|+s| 1|+t -1/2 |, s teR
z 1 0 1

Vektorprodukt der aufspannenden Vektoren ~»  Normale

1 1/2 -1
1 | x| 12 ]|=] -1
0 1 1

und der impliziten Darstellung

x—1
E:0=(-1,-1,1)| y—(-1) bzw. x+y+z=-1
z—1
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Multivariate Taylor-Approximation

Eine in einer Umgebung D eines Punktes a = (a1,...,am) (n+ 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion f : D — R von m Veranderlichen xj kann
durch ein Taylor-Polynom vom totalen Grad < n approximiert werden:

1 (6% [e%
Fx)= > 0 f(a)(x —a)* + R
laf<n
mit al = a1l am!, 0o = 07" --- 0%, y* = yi™ -+ yom und dem
Restglied
1 (0% (03
R = Z a@ f(u(x—a)*, uv=a+0(x—a),
|a|=n+1
fir ein 6 € [0,1].

Fiir x — a strebt der Fehler mit der Ordnung n+ 1 gegen Null:

R = O(|x — a|™).
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Fiir Funktionen von zwei oder drei Variablen werden meist anstelle von
(x1,...) die Bezeichnungen (x, y) bzw. (x,y, z) verwendet. Beispielsweise
hat das quadratische Taylor-Polynom fiir eine bivariate Funktion in dieser
Notation die Form

p(x,y) = f(xo,¥0) + f(x0, ¥0)(x — x0) + f,(x0, ¥0)(x — X0)
1 1
+§fxx(x - X0)2 + ﬁ(y(x - X0)2 + §fyy(y - y0)2

und fir eine trivariate Funktion

1
P(X;y, Z) = f(XOa.yOa ZO) + N +§fzz(X07y0aZO)(Z - 20)2 :

8 Terme
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Beweis
Zuriickfiihrung auf den univariaten Fall (0.B.d.A. a = 0):

setze
F(X1y ey Xm) = F(tX1, ooy tXm) [t=1 = &()]t=1

Taylor-Entwicklung der univariaten Funktion g(t) im Nullpunkt
1
g(t)=g(0) +g'(0)t + - + mg(")(o)f" +R

mit 1
— (n - 1)!g("+1)(9t)tn+1

fiir ein 6 € [0,1]
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Kettenregel —
g(0) = f(0,...,0)

g'(0) = Zaf(txl,..  tXm)Xj :Z(ajf(o))xj

t=0 I
g”(O) = E E 8,-8jf 0) X,'XJ'
i

m¥ Terme bei k-ter Ableitung

Zusammenfassen gleicher partieller Ableitungen ~»  Koeffizienten der
Entwicklung

z.B. flir m =2, k =5, Zusammenfassen von

0101010202, 0101020102, 0101020201, . ..
0% a=(3,2) ~ (3)=5/(312!) Terme

L RIS



allgemein

R

B k! (k —a1)! (k— a1 —ap)!
arl(k —ag)' apl(k — a1 — a)' asl(k — a1 — ap — a3)!
=kl/(c1! ... am!)

Terme, wenn nach der v-ten Komponente jeweils «,,-mal abgeleitet wird
Einsetzen der Ableitungen in die Funktion g(t), Kiirzen des Faktors k!
~  Entwicklung von f
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Beispiel
I ——.

Taylor-Entwicklung einer Funktion von zwei Variablen

fix,y) = f+f(x—x)+1f(y—w)
e f
+7 (x — X0)2 + fry (x = x0) (¥ — yo0) + % (v —)/0)2

froox fix
+= (x— x0)* + Ty (x = x0)* (v = o)
fo f
+255 (x = x0) (v = 0)* + 2 (v = y0)’ + R,

wobei f und sédmtliche partielle Ableitungen im Punkt (xo, yo) ausgewertet

werden
Konkreter Fall: Entwickeln von

f(x,y) =sin(x —wy)

im Punkt (x0, y0) = (0,0)
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sinl) = cos, sinl?) = —sin, sin3) = —cos, ... und

0200£(0,0) = sin*2)(0) (—w)”

~>  Approximation

1
sin(x —wy) =x —wy — 3 (x3 — 3wx?y + 3w?xy? — w3y3) +R
(x—wy)3

mit dem Restglied

1
R= E(fxxxxx4 + 4fxxxyx3y + 6fxxyyX2y2 + 4'fxyyyxy3 + fyyyyy4)

und Auswertung der Ableitungen an der Stelle (6x,6y) fiir ein § € [0, 1]

fooox = sin(0x — wly), fny = sin(Ox —wly)(—w), ... ~»
R = S|n(9x47w9y)(x4 + 43 (—w)y + 6x%w?y? + 4x(—wd)y® + why?)
1
= sin((x — wy))(x — wy)?
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Alternative Berechnung des Taylor-Polynoms durch Einsetzen von
t = x — wy in die eindimensionale Reihendarstellung der Sinusfunktion:
t3

sin(t):t—ﬁ—}----

t=x—-—wy ~

Flox,y) = (x = wy) = 570 — o) + 1 sin(00)(x — oy’

fir ein 6 € [0,1] (univariates Restglied)
vierte Ableitung des Sinus am Entwicklungspunkt Null ~ ~~  kleineres
Restglied

1
R = = cos(At)(x — wy)®
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Beispiel
I ——.

Taylor-Darstellung des Polynoms

f(X7y7Z) :Zz — Xy

an der Stelle (0,—-2,1)

von Null verschiedene Ableitungen
fk=—-y, f,=—xf=2zf,=-1f,=2
Auswerten am Entwicklungspunkt ~» 1+ 5 Terme
22— xy =f+f (y-|-2)-|-1"(2—1)-|-1‘;<yx(y-|-2)-|-%fzz(z—l)2
)

=1+4+2x+(=0)(y +2) +2(z— 1) + (= L)x(y + 2
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alternativ: Entwicklung durch Umformung
Substitution
y+2=n, z-1=¢

f(X,y,Z) = 22_Xy

(C+1)2—x(n—2)=C*4+2C+1—xn+2x
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Hesse-Matrix
]
Die quadratische Taylor-Approximation einer Funktion f : R" D D — R in
einem Punkt a = (a1,...,ap)t € D lasst sich in der Form

f(x1,...,x,) = f(a)+ (gradf(a))" (x — a)

L ) A )+ Ollx - )P)

schreiben, wobei grad f(a) = (01f(a), ..., 0nf(a))t der Gradient im Punkt
a ist und die symmetrische Hesse-Matrix

8181 f(a) s 818,,f(a)
Hf(a) = : :
On01F(a) -+ On0nf(a)

die zweiten Ableitungen enthilt.
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Bei zwei oder drei Verdnderlichen werden die Variablen meist mit (x, y)
bzw. (x,y, z) bezeichnet. In dieser Notatation hat der quadratische Term
der Taylor-Approximation fiir eine bivariate Funktion im Punkt (xp, yo) die
Form
fx (X0, ¥0) iy (X0, ¥0) ) ( X = X0 )
fyx (X0, ¥0)  fyy (%0, ¥0) 2

Hf (x0,y0)

1
E(X —X0,Y — Y0) (

J/
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Beweis
Umschreiben der quadratischen Terme der Taylor-Approximation fiir eine
bivariate Funktion (n =2) ~

fx,y) = f+fX(X_XO)+fy(y_YO)

1
+§ (fXX (x _X0)2 + 2ny (x = x0)(y — yo0) + fyy (v —YO)z)
+R
= f+h(x—x0)+f(y—x)
1 foc £ -
+2(xXo,yy0)< y)(X 0 >+R,

f;(y fyy y_yO)

wobei f und samtliche partiellen Ableitungen im Punkt (xo, yo)
ausgewertet werden

analoger Beweis im allgemeinen Fall (n > 2)
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Beispiel
]
Quadratisches Taylor-Polynom der Funktion

f(x,y) =In(x+1/y)

im Punkt (0, 1)
I ——.
partielle Ableitungen

o=t -1 <_i>__ L
x+1/y’ U x+1/y\ 2] xP+y
1 1 Oxy + 1

fXX = - ) ﬁ( = ) fyy =
(x+1/y)2" ¥ (y+1)27 7 (2 +y)?

_(—1 1)
©0.1) 1 1

] 99/195

Gradient und Hesse-Matrix im Punkt (0, 1):

gradf(0,1)=< 11), Hf(o,1):<fxx fxy)

- fx fyy




~»  quadratische Taylor-Approximation im Punkt (0, 1)
X
1 -1 1 X
+§(X7y_1)( 1 1)(}’_1)
1
= x—oy+ls( 2y D)+ (v - 1))

Fehler der Approximation fiir (x,y) = (0.1,0.9)
exakter Wert:

£(0.1,0.9) = In(0.1 + 1/0.9) = 0.1915.. ..

Naherung:

1
p(0.1,0.9) = 0.1 0.9+ 14 5 (~0.1* +2(0.1)(~0.1) + (~0.1)?) = 0.19
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Beispiel
]
Quadratische Taylor-Approximation von

fx,y,2) = (xy)*
im Punkt (1,1,1)

Regeln fiir die Differentiation von Potenzen,
d d
—(at)b =ab(at)P™l, —at=lInaa’
dt
partielle Ableitungen

fo = yZ( xy)*h = 1In(xy)(xy)?,
fx = y22z(z — 1)(XY)2727 fz = (In(xy))?(xy)?,
(XY) Vtxyz(z = 1)(xy)* 2 fe=y(xy)" !t + yzIn(xy)(xy)*

foy
Vertauschen der Variablen ~~

f=xz(0) L fy =2z 1002 he = x(o) HxzIn() ()7
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Gradient und Hesse-Matrix

grad f(1,1,1) = (1,1,0)t

fx ty fa 011
Hf(lv]-al) = fyx fyy f;/z = 1 01
fox fzy 12 110

Z (1,1,1)

~»  quadratische Taylor-Approximation im Punkt (1,1,1)

x—1
p(x,y,z) = 1+(1,1,0)| y—1
(zl
1 011 x—1
+§(X—1,y—1,z—1) 1 01 y—1
1 10 z—1

= 1+(x—-1)+(y-1)
+x =Dy -+ Kx-1)(z-1)+(-1)(z-1)
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Umkehrfunktion
I ——.
Ist fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : R" 5 D — R” die
Jacobi-Matrix f’(x;) fiir einen Punkt x, im Innern des Definitionsbereiches
D nicht singuldr, so ist f lokal invertierbar, d.h. f bildet eine Umgebung U
von x, bijektiv auf eine Umgebung V von y, = f(x,) ab. Die
Umkehrfunktion g = f~1 ist auf V stetig differenzierbar, und es gilt

gly)=~f ()" y=Ff(x) = x=gly),

fir alle y € V.

Man beachte, dass im Gegensatz zu einer univariaten Funktion aus der
Invertierbarkeit von f’(x) fiir alle x aus einer zusammenhingenden Menge
D nicht notwendig die Injektivitdt auf dem gesamten Definitionsbereich
folgt; eine globale Umkehrfunktion muss nicht existieren.
I ——.
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Beweis

(i) Wa&hlt man 0.B.d.A. die Umgebung U von x, als eine offene Teilmenge
von D, auf der f’ nicht singular ist (mdglich aufgrund der Stetigkeit von
det f), so geniigt es, neben der lokalen Injektivitat von f (Existenz von

g = f~1) die Differenzierbarkeit von g nur im Punkt y, zu zeigen.
Begriindung:

Existenz von g’(yx)

—  Stetigkeit von g im Punkt y,

Anwendung des Resultates fiir beliebige Punkte x € U an Stelle von x,
—  Differenzierbarkeit von g an allen Punkten y € V = f(U)

=  Stetigkeit von g auf V

Stetigkeit und Invertierbarkeit von f’ auf U, Stetigkeit von g auf V
—  Stetigkeit von g’ : y — f'(g(y)) !
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(i) Invarianz des Resultates unter affinen Transformationen
~>  Betrachtung von

p(x) = /()7 (F(x + x) = )

an Stelle von f
~>  vereinfachte Voraussetzungen:

p(On) = Op, dh.xe, v — On = (0,...,0), p(O,) =E

mit O, = (0,...,0)" und E der n x n Einheitsmatrix

Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt O, =

(1) M) = Ell < e(lx]),

(2)  p(x) =x+R(x), [RC) < lix[ledlx])

mit p(t) \, 0 fir t — 0, d.h. o(t) = o(1)

Verschiedene Funktionen ¢ in den Ungleichungen (1) und (2) kénnen
durch ihr Maximum, also eine gemeinsame Funktion, ersetzt werden.
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(iii) Injektivitat von p auf der Kugel U : ||x|| < ¢:
wiahle § so, dass ¢(d) < 1/2
x,% € U, p(x) = p(X), multivariater Mittelwertsatz ~—

1
0 = u(®) —u(x)= /0 P((1 = t)x + £R)(% — x) dt
(E+p/(x)—E)

1
— (F-x)+ /O (P(x) — E)(% — x)dt

und
|5 = x|I < |Ip'(x) — Ell[x — x|| 5 e(llxe)IIX — x|

el =  o(lxl)<e@)<1/2 = x=x
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(iv) V= p(U) enthilt die Kugel B : |ly|| < 0/4, ist also eine Umgebung

von O,:

zeige dazu mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass die Abbildung
S:x—x—p(x)+y

einen eindeutigen Fixpunkt in der Kugel B : ||x|| < §/2 besitzt, d.h. 3x

mit y = p(x)

verifiziere die notwendigen Voraussetzungen:

e S(B)C B:
ISCH = lx = (x+ R(x)) + vl < [Ixlledlix[D) + llyll
5
< (0/2) ¢(6/2) +5/4=4/2
——
<p(0)<1/2

o ||S(X) — S(x)|| < ¢||%x — x]|| mit ¢ <1
Abschitzung der Kontraktionskonstante durch ¢ = max g |||

S'(x)=E - p(x) ? c=1/2
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(v) d(On)=E q= p~t
zu zeigen:
q(y) = q(On) +y + R(y)
On

mit [|R(y)I| = o(llyl|) fir [ly| — 0
y=pkx) ~

~» noch ||x|| durch |ly|| abzuschatzen:

Iyl = 1lpCAll = lx + ROl (% X1} = lIxllelix[]) = (1 = 1/2) ]l

fijryGB,xeé
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Beispiel
|
Lokale Invertierbarkeit der Funktion

()= (0)-(5)

im Punkt (x., yx) = (2,1)
I ——.

Jacobi-Matrix
CN={ 1y sy

Einsetzen der konkreten Koordinaten

J:f’(2,1):(i _22)

detJ=—-4+#0 = d Umkehrfunktion g in Umgebung von

<L‘Z ) = (X, y4) = ( ;)
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Jacobi-Matrix im Punkt (u,, vi)

172 2
/ _ -1 _ =

explizite Bestimmung von g durch Auflosen der Ausdriicke fiir u und v

nach x und y:
(1) o0 ( 2)

~~  Uberpriifung der Formel fiir g’(2,2) auf direktem Weg

Ubereinstimmung mit J™ fiir (us, vi) = (2,2)
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Beispiel
]
Invertierbarkeit der komplexen Exponentialfunktion

z=x+iy—e =u+iv

|
Formel von Euler-Moivre

et = cost+isint
~  reelle Darstellung
[ u\ [ efcosy
flay) = ( v ) N ( e~siny )

mit der Jacobi-Matrix

. _ x [ cosy —siny
Filx.y)=e (siny cosy )
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det f'(x,y) = (e* cos x)? + (e*sinx)? = > > 0

—  lokale Existenz einer Umkehrfunktion g (ein Zweig des komplexen
Logarithmus) mit der Ableitung

/ o -1 _y [ cosy siny
g(u,v)—(f(X7Y)) =e <_siny cosy)

keine globale Umkehrfunktion wegen
f(x,y +2rk) =f(x,y), keZ

Periodizitit = unendlich viele Urbilder fiir jeden Punkt

(u,v) # (0,0)
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Beispiel

Paradox bei der Berechnung partieller Ableitungen von Polarkoordinaten

X:I’COS(}O,_}/:,’QnsD7 r:\/m

partielle Ableitung des Radius' nach der x-Koordinate

or 0 7 X X _ cos
- = X - — = - =
ox Ox y / x2 + y2 r ¥
Paradox: ; or 1
r = X/ COS(QO) —— a = ?(90)

Grund: Bei den Berechnungen der partiellen Ableitungen werden nicht die
gleichen Variablen konstant gehalten. In der ersten Gleichung ist y
konstant und bei der zweiten .
Die skalare Ableitungsregel dy/dx = (dx/dy)~! ist im allgemeinen falsch
fiir partielle Ableitungen: _

Xy # (Ux) !
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korrekte Berechnung fiir eine Bijektion (x, y) <> (v, v) mit Hilfe der
Jacobi-Matrix:

ou,v) ([ ux u ox,y) (xu x \ _ [ ux u -t
ox,y) \ww v )7 Ouv) \yvu /) \Uw v

im betrachteten Beispiel

_O(x,y) [ cosep —rsing
~O(r,p)  \ sing rcosg

Inverse ~-  partielle Ableitungen nach x und y:

1 closap 1sin<p ()
- — sin @ P cosp | A(x,y) S\ ox @y

insbesondere: ry, = cos ¢
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Implizite Funktionen
]
Fiir eine stetig differenzierbare bivariate Funktion f ist die Gleichung
f(x,y) = 0 in der Umgebung einer Lésung (x, yx) nach y auflosbar,

f(X).y):O <~ y:g(X)7X%X*)

falls f,(x., yx) # 0. Diese hinreichende Bedingung bedeutet, dass die
Tangente an die durch die Gleichung definierte Kurve in der xy-Ebene im
Punkt (xs, yx) nicht parallel zur y-Achse ist.

.
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Die implizit definierte Funktion g lasst sich im allgemeinen nicht explizit
angeben. Jedoch kann die Ableitung durch Differenzieren der Gleichung
f(x, g(x)) = 0 bestimmt werden:

g'(x) = —f,(x, g(x)) " h(x. g(x)).

Die Berechnung hoherer Ableitungen ist ebenfalls auf diese Weise moglich.

Allgemeiner ist eine hinreichende Bedingung fiir die Aufldsbarkeit einer
Gleichung f(zi,...,Zn+1) = 0 nach zx in einer Umgebung einer Lésung z,,
dass Oxf(z¢) # 0, d.h. die k-te Komponente der Normale der durch die
Gleichung definierten Fliche in R™! muss im Punkt z, ungleich null sein.
Ein analoges Kriterium charakterisiert die lokale Auflosbarkeit eines
Gleichungssystems

f(X1y ooy XmyY1,---5¥n) =0, k=1,...,n,
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mit stetig differenzierbaren m + n-variaten Funktionen f. Ist

oy OYn

det f,(x, yx) #0, £, = 5 : ,
of, .. 9fy
o OYn

so definiert das Gleichungssystem implizit eine Funktion
g:x—y=2g(x), x=x,

die die Lésungsmenge des Gleichungssystems in der Ungebung von (xx, yi)
eindeutig parametrisiert: f(x,y) =0 <= y = g(x1,...,Xm), X = x. Die
Funktion g = (g1, ..., &n)" ist stetig differenzierbar und besitzt die

n x m-Jacobi-Matrix

of Of

3 ;o
/I a(g:l?"'?gn) _ f —lf: f = ?q X
gia—i_(}’) X X . .

(X125 -+ y Xm) of, oF,
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Ein entsprechendes Resultat gilt nach Permutation der Variablen, d.h. man
kann Gleichungen

fk(Zl,...,Zern):O, k:1,...,n,

lokal nach z, ..., z, auflésen, wenn die Spalten ki, ..., k, der
Jacobi-Matrix f’(z.) linear unabhéngig sind.

Das Kriterium fiir die Auflsbarkeit nichtlinearer Gleichungssysteme wird
plausibel, wenn man linearisiert, d.h. die Funktion f = (f,..., f,;)" durch
ihre lineare Taylor-Approximation ersetzt:

F(x,y) R F(Xe, yu) F (i, v ) (X = Xxe) + (%, v ) (y — y4) -
(0,...,0)t A B

Offensichtlich ist das lineare Gleichungssystem
(0,...,0)" = A(x — x.) + B(y — y)

nach y auflésbar, wenn die Matrix B invertierbar ist.
. __________________________________________________________________________________________________________________|
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Beweis
betrachte die Abbildung

() seon=( i)

von R™*" nach R™*" in einer Umgebung von (x, yx)

invertierbare Jacobi Matrix

E Oan )

U (X, i) = < ‘ - E : m x mEinheitsmatrix
x %

9

(X* 7y*)

— lokale Existenz einer Umkehrfunktion u=! = (v1,..., Vmin)t

n= (i) (2,) = (5) oo

d.h. y= g(x) = (Vm—l—l(X?Oa .. .,0)7 ceey Vm+n(X,0, .. .,0))t
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Differenzieren von 0,x1 = f(x,g(x)) nach x =

/

On><m = f;(+fyg ’

d.h. die explizite Formel fiir die Jacobi-Matrix g’
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Beispiel

Vivianische Kurve (Schnitt der Einheitssphire mit einem Zylinder)

C: t (sintcost,sin’t,cost), te]0,2n]
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implizite Form
f(x,y,z) = xX*+y*+22-1 =0

2
g(X,y,Z) = X2+<y_%> _% =0

<fx fy fz>_<2x 2y 22)

& 8 & 2x 2y—=1 0

Satz iiber implizite Funktion —

Bedingung fiir eine Parametrisierung durch eine der Koordinaten x, y, z

Jacobi-Matrix
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(i) Parametrisierung beziiglich x, d.h. auflésen nach y und z:
hinreichende Bedingung: Invertierbarkeit von

8(f,g)_( 2y 22)
a(y, z) 2y -1 0

erfillt fiir z £ 0 und y # 1/2
g=x>+(y—1/2>-1/4=0,f—g=22—-1+y=0 ~

1 1
y(x):§+a Z_XZ \/—UU—X2

wobei die Vorzeichen o,¢’ € {—1,1} entsprechend den einzelnen Zweigen
gewdahlt werden miissen

Die Parametrisierungen sind singuldr in den Punkten mit z = 0 oder
y=1/2:

(0,1,0)t, (1/27 1/27:&\/5/2)1:) (_1/27 1/27i\/§/2)t
geometrisch hinreichend fiir eine Parametrisierung bzgl. x:

Tangentenrichtung nicht orthogonal zu (1,0,0)%, d.h. mit nichtrivialer
Komponente in x-Richtung
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(ii) Parametrisierung beziiglich y und z:
hinreichende Bedingungen

2x 2z )\ _ 2x 2y _
det<2X 0 >_—4xz;£0, det<2x 2y—1>_ 2x #0

keine lokale Parametrisierung (weder nach x, y oder z) im Punkt (0,1,0)*

Jacobi-Matrix
o(f, g) B < 0 0 O )
(0,1,0) 0 -1 1

Rang der Jacobi-Matrix gleich 1~~~  Doppelpunkt der Kurve

a(x,y,z)
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Beispiel
. __________________________________________________________________________________________________________________|

Lokale Auflosbarkeit der Gleichung
f(x,y,z) =xe¥ —yz=0

]
nach einer Variablen auflsbar, falls die entsprechende partielle Ableitung
nicht verschwindet
Gradient

(fX7 f}/’ fZ)t = (eyvxey —Z, _y)t

—~~

i) >0 = =0 firalle (x,y,z) nach x auflosbar:
x = yze
(i) Auflésen nach z fiir y # 0 maglich (f; # 0):

z=xe"/y
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(iii) Keine elementare Aufldsbarkeit nach y:
Satz iiber implizite Funktionen =~ =  Auflosbarkeit in einer Umgebung
einer Losung (X, y«, i), falls

fy(X*ay*az*) = x,&” — z, #0
z.B. erfiillt fiir die Lésung (0,0,1) der Gleichung: £,(0,0,1) = -1 =
dg: f(x,y,z) =0 <<= y=g(x,2), (x,y,z)~(0,0,1)

Die Funktion g ist nicht explizit angebbar; aber der Gradient g’ kann
bestimmt werden:

O:f(X,g(X,Z),Z) — Ozfx"_ﬂ/gx,O:fz'f‘f;/gz

Auflsen nach den partiellen Ableitungen von g im Punkt (x., s, z«)

L(0,1) = oo S
& ( ) 6/(07071) -1
_fz(oaovl) 0
L(0,1) = —2o o = g
e:(0.1) £(0,0,1) -1
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Beispiel

Parametrisierung der Lemniskate C : p(x,y) = x* — x>+ y2 =0

Y

A

1/24
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grad p = (—2x + 4x3,2y)"

Doppelpunkt bei (0,0) (grad p(0,0) = (0,0)), keine eindeutige
Auflosbarkeit nach x oder y

(i) Vertikale Tangente bei (+1,0), grad p = (+2,0)"

lokale Auflésung von p(x,y) = 0 nach x (Parametrisierung bzgl. y)

moglich:
1 /1
= — Z_y2
X=0 2+ 7 y

mit o =1 fir x ~1und o = —1 fiir x =~ —1

(i) Waagrechte Tangente bei (01v/2/2,02/2) mit o) € {—1,1},
gradp | (0,1

Auflésen von p(x,y) =0nachy ~»

y =02V x2 —x*
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(iii) Punkte (xo, o) mit weder vertikaler noch horizontaler Tangente:
Auflosbarkeit sowohl nach x oder y
Bei Auflésung nach y folgt aus

0= %p(x,y(X)) = px+ pyj—i
dass dy 4x3 — 2x
v —P;lpx =T
~>  Gleichung der Tangente im Punkt (xo, yo)
Y=Y = %;OQXO(X_XO)
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Fehlerfortpflanzung bei multivariaten Funktionen
I ——.
Fiir eine stetig differenzierbare Funktion (x1,...,x,)t — y = f(x) lassen
sich die Auswirkungen von inakuraten Argumenten x + Ax = x mit Hilfe
der partiellen Ableitungen von f beschreiben. Fiir den absoluten Fehler gilt
bei Vernachlissigung von Termen der Ordnung o (|Ax|)

Ay = f(x + Ax) — f(x) = f, (X)Ax1 + - -+ + 1, (x) Ax, .
Sind |xk|, |y| # 0, so folgt fiir den relativen Fehler

A Ax: Ax,
—y%C].—l—’—"'—i-Cn—n
| | x| | Xn

mit den Konditionszahlen

o = Oy Ixd
T ox vl
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Beispiel
]
Berechnung des Winkels ¢ von Polarkoordinaten aus kartesischen
Koordinaten:

¢ = f(x,y) = arctan(y/x)

Bilden der partiellen Ableitungen: % arctant = —L, Kettenregel —

12
1 y y
) = o ()l
x(X y) 1+(y/x)2 2 x2—|—y2
1 1 X

Hbey) L+ (y/x)Px  +y?
(i) Absoluter Fehler:

yAx xAy
_X2+y2+x2_|_y2
Ix, ly] <r=+/x*4+y?> =  mogliche VergroBerung des absoluten
Fehlers max(|Ax|, |Ay|) maximal um einen Faktor 2/r

Ap = f(x, y)Ax + f,(x, y)Ay =
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(ii) Relativer Fehler:
By oy Ax Xyl Ay
|| (Aol x| (2 +y3)lel Iyl

x=rcosp,y =rsinpund [sinp/p| <1 =  Betrag der rechten
Seite

< |cose smw‘ (!AXI n !Ay|> < 2max (IAXI’ \Ay!>
© |x| lyl x| 7yl

Verstarkung des relativen Fehlers hochstens um einen Faktor 2
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Steilster Abstieg
I ——.

Die Methode des steilsten Abstiegs dient zur Minimierung multivariater

Funktionen f(xi,...,x,). Zur Durchfiihrung eines lterationsschritts x — y
wird zundchst der negative Gradient
d = —grad f(x)

als lokal beste Abstiegsrichtung berechnet. Dann bestimmt man y als eine
Minimalstelle von f in Richtung von d:

fly) = min f(x+td).

Wie in der Abbildung illustriert, ist die Such-
richtung orthogonal zu der Niveaumenge durch
x und beriihrt eine Niveaumenge zu einem klei-
neren Funktionswert in y.
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Die Konvergenz der durch die Methode des steilsten Abstiegs erzeugten
Folge xg, x1, . .. kann unter sehr allgemeinen Voraussetzungen gezeigt
werden. Hinreichend ist, dass f nach unten beschrankt ist und grad f in
einer Umgebung U der Menge {x : f(x) < f(xo)} Lipschitz-stetig ist, d.h.

|lgrad f(x) — grad f(X)|| < L||x — %||, x,Xx€ U.

Dann gilt
o
Z | grad f(xp)||? < o0;
=0

insbesondere ist || grad f(x;)|| eine Nullfolge. Dies impliziert, dass jeder
Haufungspunkt x, der Folge xg, x1, ... ein kritischer Punkt von f ist, d.h.
grad f(x.) = (0,...,0)". Dass es sich um ein lokales Minimum handelt ist
statistisch gesehen fast sicher, kann jedoch nicht zwingend gefolgert
werden.

In dem Algorithmus braucht die eindimensionale Minimierung nur
ndherungsweise durchgefiihrt werden. Die Suchrichtung d muss nicht als
der negative Gradient gewahlt, und eine globale Minimalstelle y nicht
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bestimmt werden. Entscheidend fiir die Konvergenz ist lediglich, dass in
jedem lterationsschritt eine Reduktion des Funktionswertes proportional zu
|| grad f(x)||? erreicht wird.
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Beispiel
]
Steilster Abstieg fiir eine quadratische Funktion

1
f(x) = §xtAx — b'x
mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix A

]
Iterationsschritt x — y = x + td mit

d=—gradf(x) = b— Ax
und t der Minimalstelle der univariaten Funktion
1
f(x+td) = E(x + td)'A(x + td) — b*(x + td)

1 1
= 5thd t2 + (x*Ad — btd) t + 5(xtAx — 2b%x)
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Nullsetzen der Ableitung nach t ~+  Formel fiir den
Halbgeradenparameter t

dtd

0=d'Adt— (b— Ax)'d = d*Adt —d'd — t:m’

d.h. man erhilt einen expliziten Ausdruck fiir y

unerwiinschte Oszillationen bei Eigenwerten stark unterschiedlicher
GroBenordnung von A
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konkretes Beispiel

AZ((IJ 180)’ b:(8>
x=(c,1)f ~

d:—(Ax—b):—<1(C)0), Ad:—<184>

_d'd 2410
~ d*Ad 2+ 100

und

dtd = 2 +10%, d'Ad =c?+10°, ¢

sowie
2 4 2 4
g (€)1 ey 99 10%/c
1 c2 4106 \ 100 c2 + 106 -1
¢ =100 ~» Verbesserung um weniger als 1%:
9 (0
Y101\ —x
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Newton-Verfahren
]
Eine Losung x, € R" eines nichtlinearen Gleichungssystems

Ax) =+ = fo(x) =0

kann mit der Newton-Iteration bestimmt werden, die auf einer linearen
Approximation einer glatten Funktion f basiert:

(0,...,0) = f(x + Ax) ~ f(x) + f'(x) Ax.

Das Inkrement Ax fiir einen lterationsschritt x — y = x + Ax berechnet
sich somit als Losung des linearen Gleichungssystems

f'(x)Ax = —f(x).
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Ist f zweimal stetig differenzierbar und die Jacobi-Matrix f’(x)
invertierbar, so konvergiert die durch das Verfahren erzeugte Folge
Xo, X1, . . . lokal quadratisch:
2

1 = %l < e — x|
fiir Startwerte xg in einer Umgebung U von x,. Insbesondere ist
det f/(x) # 0 fiir x € U, so dass das lineare Gleichungssystem fiir Ax
eindeutig I6sbar ist.
Um die lteration robuster zu gestalten und sicherzustellen, dass auch in

groBerer Entfernung von einer Lésung in jedem Schritt eine Verbesserung
erzielt wird, kann man eine Dampfungsstrategie verwenden:

X =y =x+AAx

mit einem Dampfungsparameter A € (0,1]. Es liegt nahe, A\ so zu wahlen,
dass ||[f(y)|| < [|[f(x)]|. In dieser Form ist die Iteration jedoch nicht affin
invariant. Bereits eine unterschiedliche Skalierung der
Funkionskomponenten f, kann zu verschiedenen Ergebnissen fiihren.
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Dieser Nachteil lasst sich beheben, indem man die Funktionswerte mit der
Inversen der Jacobi-Matrix multipliziert. Fordert man zusatzlich, dass die
Reduktion des Fehlers mindestens proportional zu A\/2 ist, so fiihrt dies auf
den Test |
1FC)H W< (2= A/2)] () () ]
A

Beginnend mit A = 1 (Normalfall) wird der Dampfungsparameter
sukzessive halbiert, bis diese Ungleichung erfiillt ist. Im allgemeinen wird
durch diese Strategie das Konvergenzgebiet wesentlich vergroBert.
]
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Beweis
(i) Beschreibung der Iteration:
lineare Approximation von f —

(0,...,0)" = f(x:) = F(x) + F (x)(x« — x) + R,

1
Ri == (% — x)"HA (%) (6 — x), k=1,...,n,

N |

mit H f, der Hesse-Matrix der k-ten Komponente von f und X einem
Punkt auf dem Segment zwischen x, und x
Auflésen nach x, und Vernachldssigen des Restglieds R ~~»  verbesserte
Naherung y ~ x,

y = x— F(x) ()

Auflésen nach f(x) =
f(x)=—f'(x)(x« —x) — R
und nach Einsetzen in die lterationsvorschrift
y=x.+f(x)'R
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(ii) Abschatzung des Fehlers:
0.B.d.A. Verwendung der Maximumsnorm fiir Vektoren und der
zugeordneten Zeilensummennorm fiir Matrizen
setze C = max(||f'(x) 7, [|HA ()], - -, [|H fa(x)]]) und wihle ein
positives § < 1/(4C?), so dass

Ix=xll <o = [IfFC)7, IHAR < 2€

(moglich aufgrund der Stetigkeit der beteiligten Funktionen)
Ix = x| <6 =

_ 1
ly =l < IFC)THIRI < (2€) 5 (2€) [Ix = x|?
N——

C

und nach Wahl von § < 1/(4C?) ebenfalls

by = xll < =[x — x|
— Xy — [|x — x4
y 2

= J4-Umgebung von x, enthilt auch y
=  Giiltigkeit der Abschitzungen fiir alle generierten Approximationen
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(iii) Dampfung:
zu zeigen: ||f'(x) " (y)| < (1 — A/2)||A| fiir hinreichend kleines )
Fly) = f(x = Af'(x) 71 (x)) = F(x) = AMf(x) + R
mit [R]| = O ((AIf(x))?) =
IFG)THF I < (1= NI G)TH ) [+ CXIF ()12
A

—  behauptete Ungleichung, da CA\?|f(x)||?> < (\/2)||A] fiir A — 0
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Beispiel

Vereinfachte Robotersteuerung

Roboterarm mit drei Drehgelenken:

Position P und Orientierung ¢ des
Endeffektors als nichtlineare Funktion
q = (p1, p2,9)" der Gelenkwinkel «,

B,y

Winkel der Robotersegmente mit der x-Achse: a, o — (7 — f3),

a—(m=pB)—(7—7)

.
qi(e, B,7) = acos(a)+ bcos(a+ f— ) + ccos(a+ S+ v — 2m)
@, B,v) = asin(a) + bsin(a+ B — ) + csin(a + 5+ v — 27)
@@, f,7) =a+f+y—2r

L 57155



a=3, b=2, ¢ =1 und Substitution von 3 = a + f3,
Y=qg3=a+ B+v—2m ~ nichtlineares System

0=f(a,p") = p1 —3cosa + 2cos 3/ — cos )
0=f(a,B')=pr—3sina+2sinf3 —sind
Ruhelage des Roboterarms: p = (2,2)t, 0 = —n/2 (a = =y = 7/2)
~»  Lésung o = /2, 5y = ™ mit der Jacobi-Matrix
, | 3sinag —2sinfy | [ 3 0
fi(ao, fo) = [ —3cosap 2cosfy | |0 =2

erster Schritt des Newton-Verfahrens, (o, 55) — (a1, 81), zur Erreichung
der benachbarten Position p = (2,3)t, 0 = —7/4:

o B][an]-[ ek
— Aa=—2/6, A3 = —/2/4 und
(5)-(%)-(a5 ) - (2050
Fehler zur Position p: f(aq,]) ~ (0.1172, 0.0976)
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Kritischer Punkt

. __________________________________________________________________________________________________________________|
Fiir eine Funktion f : R" — R bezeichnet man x = (xi,...,x,)" als
kritischen Punkt, wenn grad f(x) = (0, ...,0)" Ist f zweimal stetig
differenzierbar, so kann f in einer Umgebung von x durch eine
quadratische Taylor-Approximation angenahert werden:

1
f(x+ Ax) = f(x) + §AxtHf(x)Ax.

Der Typ des kritischen Punktes, d.h. die Form des Funktionsgraphen in
einer Umgebung von x, wird somit durch die Eigenwerte Ay der
Hesse-Matrix H f(x) bestimmt:
o Elliptischer Punkt:
Alle Eigenwerte A sind ungleich Null und haben das gleiche
Vorzeichen. Die Funktion f hat in diesem Fall ein lokales Minimum
(Ak > 0) oder lokales Maximum (Ax < 0) bei x.
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@ Hyperbolischer Punkt:
Es gibt Eigenwerte A\, mit verschiedenem Vorzeichen. In jeder
Umgebung von x existieren dann sowohl kleinere als auch groBere
Funktionswerte als f(x). Demzufolge bezeichnet man x als
Sattelpunkt.

@ Parabolischer Punkt:
Mindestens ein Eigenwert Ay ist Null, und alle anderen Eigenwerte
haben das gleiche Vorzeichen. In diesem Fall kénnen Terme hoherer
Ordnung das lokale Verhalten beieinflussen. Der kritische Punkt kann
ein Sattelpunkt oder ein lokales Extremum sein.

o Flachpunkt:
Alle Eigenwerte Ax sind Null. Fiir eine glatte Funktion gilt dann
|1 f(x + Ax) — f(x)| < c||Ax||3, d.h. f wird in einer Umgebung von x
mit hoher Ordnung durch eine waagrechte Ebene approximiert.
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Die Motivation fiir die Bezeichnungen ist die Form der Hohenlinien im

bivariaten Fall.

elliptischer Punkt hyperbolischer Punkt parabolischer Punkt

Bei Funktionen von zwei Veranderlichen kann der Typ anhand der
Determinante und Spur der Hesse-Matrix klassifiziert werden. Ist

detH f(x) > 0 (< 0), so ist x ein lokales Extremum (ein Sattelpunkt). Fiir
ein Minimum bzw. ein Maximum ist Spur H f(x) > 0 bzw. < 0.
Verschwindet die Determinante und ist die Hesse-Matrix nicht Null, so ist
der Punkt parabolisch.

. ____________________________________________________________________________________________________________________|
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Beispiel
|
kritische Punkte der Funktion

fx,y) =y(1—x*—y?)

|
Gradient und Hesse-Matrix

_ —2xy [ 2y —2x
gradf—(l_xz_3y2>, Hf—(_2X —6y>

gradf = (0,0)! <—
xy=0 A x>=1-3y?
~>  kritische Punkte
(0,£1/V3), (+£1,0)

entsprechende Hesse-Matrizen
F2/V3 0 0 T2
0 F6/vV3)’ F2 0
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Punkte (x,y) = (0,41/+/3):
det(H f) = (¥2/V3)(- £6/V3=4>0
—  lokale Extrema
Spur(Hf) = (- F2/V3) + (- F6/V3) = F8/V3

—  lokales Minimum bei (0, —1/+/3) (Spur positiv) und lokales
Maximum bei (0,1/+/3) (Spur negativ)
Funktionswerte: f(0,+1/1/3) = f(l -1/3) = \f

Punkte (x,y) = (£1,0)
det(Hf) = —(F2)(F2) = -4 <0

~»  Sattelpunkte mit Funktionswert f(+1,0) =0

keine globalen Extrema, da

f(x, 1) = £(1 — x2 — 1) = Fx® = Foofiirx — 0o
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Alternative Methode
Typbestimmung anhand der Nullstellenmenge und der sich daraus
ergebenden Vorzeichenverteilung von f

f(x,y) =0 — y=0 VvV x*+4y?=1

Sattelpunkte an Schnittpunkten mit Vorzeichenwechsel
lokale Extrema in den von der Nullstellenmenge eingeschlossenen
beschrankten Bereichen
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Beispiel
I ——.

kritische Punkte der Funktion

fx,y)=(y — x+x%)y

grad f = (=1 + 2x)y, 2y — x + x2)t = (0,0)"
~  kritische Punkte (0,0), (1,0), (1/2,1/8)

(i) Typbestimmung anhand der Vorzeichenverteilung von f:
positive und negative Bereiche begrenzt

durch die Gerade G : y = 0 und die Pa-
rabel P: y = x — x?

Sattelpunkte an den Schnittpunkten von i
G und P, denn in jeder Umgebung exis- H’O)m“vo)
tieren sowohl positive als auch negative / . \

Werte

lokales Minimum im grauen Bereich; f ist

im Innern negativ und Null auf dem Rand
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(ii) Typbestimmung mit Hilfe der Hesse-Matrix:

_ 2y 2x —1
Hf_(2x—1 2 )

Einsetzen der kritischen Punkte ~~
Hf(0,0) = ( 0 )

Hf(1,0) = < (1) L >
1/4

Hf(1/2,1/8) = ( (/) 2)

Sattelpunkte bei (0,0) und (1,0), da det(Hf) <0
lokales Minumum bei (1/2,1/8), da det(H f) > 0 und Spur(Hf) >0
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Extrema multivariater Funktionen
. __________________________________________________________________________________________________________________|
Lokale Extremstellen x, (Minima oder Maxima) einer Funktion
f: R"> D — R kdnnen an folgenden Punkten auftreten:

o Unstetigkeitsstellen der partiellen Ableitungen,

o kritischen Punkten, d.h. Punkten mit grad f(x.) = (0,...,0)%,

@ Randpunkten des Definitionsbereichs D.
Eine hinreichende Bedingung fiir ein lokales Minimum (Maximum) in
einem kritischen Punkt x, im Innern des Definitionsbereichs D ist, dass
ebenfalls die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind und alle Eigenwerte
der Hesse-Matrix Hf(x.) positiv (negativ) sind. Gibt es Eigenwerte mit
verschiedenen Vorzeichen, so handelt es sich um einen Sattelpunkt, also
kein lokales Extremum. Ist mindestens ein Eigenwert Null bei gleichen
Vorzeichen der von Null verschiedenen Eigenwerte, so kann der Typ des
kritischen Punktes x, anhand der zweiten Ableitungen nicht klassifiziert
werden.
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Fiir lokale Minima (Maxima) an Randpunkten des Definitionsbereichs D
muss die Richtungsableitung 9, (x,) fiir jede ins Innere von D zeigende
Richtung > 0 (< 0) sein.

Eine globale Extremstelle von f kann durch Vergleich der Funktionswerte
an allen Frage kommenden Punkten ermittelt werden.

1 -1 1 0 1

Die Abbildung illustriert die verschiedenen Moglichkeiten fiir eine bivariate
Funktion. Dabei sind lokale Extrema durch Kreise und globale Extrema
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durch Punkte gekennzeichnet. Extrema im Innern werden von Niveaulinien
umschlossen. In glatten Randbereichen beriihrt die durch eine Extremstelle
verlaufene Niveaulinie den Rand.

Die Randbetrachtung ist fiir multivariate Funktionen komplizierter als fiir
Funktionen einer Variablen. Bei der Bestimmung globaler Extrema wird
man deshalb versuchen, Randpunkte als Kandidaten auszuschlieBen.
Existiert beispielsweise fiir einen beschrankten Definitionsbereich D ein
Punkt y € D mit einem kleineren Funktionswert als das Minimum der
Funktionswerte auf dem Rand von D, dann kommen nur Punkte im Innern
von D als Minimalstellen in Betracht. Gibt es nur eine Unstetigkeisstelle
einer partiellen Ableitung bzw. einen kritischen Punkt im Innern von D, so
muss es sich um die Minimalstelle von f auf D handeln.

Fiir einen unbeschrankten Definitionsbereich muss man zusatzlich zeigen,
dass f(x) > f(y) fiir |x| hinreichend groB, um die Existenz einer
Minimalstelle im Innern von D zu folgern.

Bei der Bestimmung globaler Maxima verfahrt man analog.
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Beweis
betrachte die n-variate Funktion f entlang von Geraden, d.h. fiir einen
beliebigen Vektor v mit |v| = 1 die univariate Funktion

g(t)y=f(x.+tv), teR
Kettenregel —
n
gt) = Z@kf(x* + tv)vk = grad f(x, + tv)'v

k=1
n n

g't) = ZZajakf(x* + tv)vjvk = v H f(x + tv)v
=1 k=1
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(i) Notwendige Bedingung fiir Extrema:
X, lokale Extremstelle von f — t = 0 lokale Extremstelle von g
und folglich

0 =g'(0) = grad f(x:))'v = 9, f(x)

Richtung v beliebig =  gradf(x.) = (0,...,0)*

Fiir ein lokales Minimum x, am Rand folgt aus g’(0) > O fiir jede ins
Innere von D zeigende Richtung v, dass 9,f(x.) >0

analoges Argument fiir ein lokales Maximum am Rand
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(i) Hinreichende Bedingung:

Eigenwerte von H f(x,) positiv. <= Hf(x.) positiv definit <=

vtH f(xx)v>c>0
Stetigkeit —

Die Ungleichung bleibt fiir H f(x) und x = x, + tv in einer Umgebung
U : t < ¢ erhalten mit der kleineren Konstanten ¢/2 an Stelle von c.
Taylor-Approximation fir x e U —

1
fix) = g(t)=g0)+g'(0)t+-g"(_s_ )t
7

1 1
= F(x)+ VA sV E > F(x) + Etzg > f(x)
cU

— X, lokale Minimalstelle von f in U

analoges Argument fiir ein lokales Maximum im Innern
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Beispiel
]
Extrema einer quadratischen Funktion

1
f(x) = §xtAx —x'b+c, A=A

|
Gradient und Hesse-Matrix

grad f =Ax—b, Hf=A

kritische Punkte x,: Losungen von Ax = b

Eigenwerte von A ausschlieBlich positiv oder negativn. =—  detA#0
und Ax = b eindeutig losbar

~»  genau ein lokales und damit ebenfalls globales Extremum von f
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z.B.

3 3
f(x,y) = §X2+2xy+§y2—i—x+4y—3, A= <

gradf = (0,0)" ~~

mit der Losung (x«, yx) = (1, —2)
det A =5 und Spur A = 6 positiv
— Eigenwerte von A positiv
= (1,-2) ist das globale Minimum von f

3 2
2 3

(23)0C)-(%)
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Beispiel
]
Bestimmung der globalen Extrema der Funktion

f(x,y) = cosx + cosy + cos(x + y)

I ——.
f ist 2m-periodisch beziiglich x und y und f(y,x) = f(x,y) = f(—x,—y)
=—>  Es geniigt, den Bereich

D = (—m,n] x [0, 7]

zu untersuchen.
keine Randpunkte und Unstetigkeitstellen von partiellen Ableitungen
~  nur kritische Punkte relevant

[ —sinx—sin(x+y) ) [0
grad f = ( —siny —sin(x + y) > N ( 0 )
sinx = —sin(x + y) =siny
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sinx=sinymt0<y<wmund —7<x<7
~»  zwei mogliche Fille

X=y V y=m-—Xx
betrachte fiir beide Falle die zweite Gleichung sinx = —sin(x + y)
() x=y:
sinx = —sin(2x) = —2sinxcosx <= (1/2+ cosx)sinx =0

~  kritische Punkte (0,0), (7, 7) und (27/3,27/3) im betrachteten
Bereich

(i)y=m—x

sin(x) = —sin(r) =0

~  kritische Punkte (0,7) und (m,0) im betrachteten Bereich
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—/2 1

—T

-7 —7%/2 0 77/2 T

Vergleich der Funktionswerte ——
globales Maximum mit Wert f(0,0) = 3 bei (0,0)
globales Minimum mit Wert f(27/3,27/3) = —3/2 bei (27/3,27/3)
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Typbestimmung der anderen kritischen Punkte mit Hilfe der Hesse Matrix

—cosx — cos(x + y) —cos(x + y)
Hf =
— cos(x + y) —cosy — cos(x +y)

Sattelpunkt bei (7, 7), da

Hf(7r,7r):<_01 _01> detHf =—1<0

Sattelpunkte bei (7,0) und (0, 7) (symmetrische Lage), da

Hf(w,O):<§ é) Hf(0,7r):<(1) ;) detHf = —1<0

Punktsymmetrie bzgl. (0,0) und Periodizitdit  ~~
globale Maxima bei (2km, 2¢r),
globale Minima bei (27/3 4 2km,27/3 4 2(7),
(—27/3 + 2km, =27 /3 + 2(7),
Sattelpunkte bei (km, 1),
jeweils mit k, 4 € Z
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Beispiel

Steiners Problem: Bestimme den Punkt Q € R?, so dass die Summe der
Abstiande zu vorgegebenen Punkten P, minimal wird.

Spezialfall dreier Punkte Py, P>, P3  ~>
Q Randpunkt des Dreiecks [Py, P2, P3| oder <((Px, Q, Py) = 21/3 Vk, ¢

Py

—4

Py
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zeige die Charakterisierung fiir einen inneren Punkt:
dy: Abstand zwischen Q = (x, y) und Py = (xk, yx), d.h.

di = (x —x)? + (v — v«)?

Kettenregel —

od,
2dk8—):( = 2(X — Xk)

bzw.
Od  x — xi

Ox  d
und entsprechend ddx /0y = (y — yk)/d«k

1

X — Xk X — Xk
raddy, = — . de =
g g dk()’_)/k) k ‘(Y_Yk)‘
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Minimum von
f=di+dr+ ds

bei innerem Punkt @ —

grad f(Q) :Zgraddk = < 8 ) )
k

da f in einer Umgebung von @ stetig differenzierbar ist
lgradde| =1 =

Gradienten bilden gleichseitiges Dreieck (Vektorsumme null)
~>  Winkel 27 /3 zwischen den Gradientenrichtungen
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Lagrange-Multiplikatoren

Ist x, eine lokale Extremstelle einer Funktion f : R” > D — R auf der
durch die Nebenbedingungen gi(xi, ..., x,) = 0 definierten Menge D,
dann existieren Lagrange-Multiplikatoren Ay € R, so dass

grad f(x,) = Z Ak grad g (%) .
K

Dabei wird vorausgesetzt, dass f und die Funktionen gy in einer
Umgebung von x, stetig differenzierbar sind und dass die Gradienten
grad gi(x.) linear unabhingig sind.

Bei nur einer Nebenbedingung g(xi, ..., x,) = 0 hat die
Lagrange-Bedingung die einfache Form

grad f(x.) || gradg(xs),

falls grad g(x.) # (0,...,0)%, d.h. die Niveauflichen von f und g beriihren
sich an einer Extremstelle x,. Dies ist in der Abbildung fiir bivariate
Funktionen veranschaulicht.
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gradg(z.)

Die Lagrange-Bedingung ist nicht hinreichend, um zu entscheiden, ob ein
lokales Extremum vorliegt und ob es sich um ein Minimum oder ein
Maximum handelt. Dies lasst sich nur mit Hilfe weiterer Informationen
feststellen.

Die globalen Extrema erhélt man durch den Vergleich der Funktionswerte
an den Punkten, welche die Lagrange-Bedingung erfiillen, sowie
gegebenenfalls den Randpunkten des Definitionsbereichs D oder Punkten
x, an denen die Gradienten grad gx(x) linear abhéngig sind.
]
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Beweis

n: Anzahl der Variablen, m: Anzahl der Nebenbedingungen g

i) m>n

Der n-Vektor grad f(x,) ist immer als Linearkombination der nach
Voraussetzung linear unabhingigen Gradienten grad gk (x.) darstellbar.
v

Grund: Fiir m > n, besteht die zuldssige Menge im Allgemeinen bereits aus
diskreten Punkten, die durch die Nebenbedingungen festgelegt sind.
(i) m<nm

fasse die Nebenbedingungen gi zu einer Funktion g = (g1,...,gm)"
zusammen

partitioniere die Variablen als x = (u, v) € R™ x R"™"™, wobei nach
eventueller Permutation die Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix
(0g(u,v)/0u)|(u, v.) = 8ulus, vi) vorausgesetzt wird

Satz iiber implizite Funktionen = —  lokale Aufldsbarkeit der
Nebenbedingungen

g(u,v)=(0,...,0)" <= u=09p(v), (uv)=(usv)
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Gradient der Funktion v — h(v) = f(p(v), v) Null an einem Extremum,

d.h.
grad h(v.)t = (s, vi )" (vi) + £ (s, vi) = (0,...,0)"

aufgrund der Kettenregel und mit ¢’ der Jacobi-Matrix von ¢

Differenzieren der Nebenbedingungen g(¢(v),v) =(0,...,0) =

gu(o(v), v)¢' (v) + gu(p(v),v) = (0,...,0)t, d.h.
¢'(v) = —gulu,v) g (u, v)

Setzen von (A1,...,Am) = fu(ux, vi)gu(ux, v«) ™! und Einsetzen des
Ausdrucks fiir ¢’ in den Gradienten von h  ~~

fo=Xgu, f,=—fu(—g'8) =gy

(u- und v-Komponenten der Lagrange-Bedingung f' = Ag’ im Punkt

(b, v&))
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Beispiel
Minimierung von
fx,y) =y gradf

unter der Nebenbedingung

gxy) =y’ —x*=0 (0,0)
~>  Minimum bei (xx,yx) = (0,0)
Die Lagrange-Bedingung (£(0,0), f,(0,0)) = A(g«(0,0), g,(0,0)) ist nicht
erfiillt:
(0,1) # (0,0) = A(—2x,3y?)

Grund: grad g(xs, y«) = (0,0)*
Die Lagrange-Bedingung ist in singuldren Punkten (kein maximaler Rang
der Jacobi-Matrix g’ der Nebenbedingungen) nicht anwendbar.
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Beispiel

Minimierung von f(x,y) = (x — 2)(y — 2) unter der Nebenbedingung
gl y)=x+y?—2=0

2 -

Lagrange-Bedingung

|
= )\(2X, 2y) = (gX7gy)
N

gradg

Die Niveaulinien von f im Punkt
(x«,yx) sind tangential zu der
durch die Nebenbedingung g =0
definierten Kurve.

-2 0 2
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Elimination von X durch Bilden der Differenz yf, — xf, in der
Lagrange-Bedingung  ~~

yy=2)—x(x=2)=0 < (y—x)(y+x-2)=0

zwei Falle: (i) x =y und (i) y+x—2=0
Beriicksichtigung der Nebenbedingung x*> + y?> —2=0 ~~
(x,y) =(1,1) oder (—1,—1) im Fall (i)
und
x24+(2—x)? -2 =2(x—1)2 =0, d.h. ebenfalls (x,y) = (1,1) im Fall (ii)
Existenz von Minimum und Maximum fiir eine stetige Funktion auf einer
kompakten Menge (Kreis mit Radius v/2 ) und Vergleich der
Funkionswerte

f(1,1)=1, f(-1,-1)=9

= f bei (1,1) minimal
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Beispiel
Bestimmung der Extrema der Funktion

fx,y,2) =x+2y -z
unter den Nebenbedingungen

gl(vaaz):X2+y2_8:07 gz(x,y,z)zx+z—4:0

(Ellipse: Schnitt eines Zylinders mit einer Ebene)
I ——.
Jacobi-Matrix der Nebenbedingungen

p [ gradgf \ [ 2x 2y O
g(X’y)_<gradg§>_(1 0 1

voller Rang (<= lineare Unabhangigkeit der Gradienten) fiir
(x,y) # (0,0); auf zuldssiger Menge erfiillt
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Lagrange-Bedingung fiir Extremstellen (x,y, z)

(1,2,-1) = (A1, A2) < 2 20 >
&s) 1 0 1

grad f

bzw.
1=2X\x+ X, 2=2\1y, —-1=MX

Einsetzen von A1 = 1/y und A2 = —1 in die erste Gleichung ~» x=y
Nebenbedingungen ~»  mogliche Extrema (2,2,2) und (—2,—2,6)

Existenz von Minimum und Maximum auf der Ellipse und Vergleich der
Funktionswerte,

f(—2,-2,6) = —12 < 4 = £(2,2,2),

= f ist minimal bei (—2,—2,6) und maximal bei (2,2, 2).
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Beispiel
]
Gleichgewichtslage einer an zwei Punkten aufgehdngten Kette mit 2n
Kettengliedern der Linge 1

potentielle Energie unter Beriicksichtigung der Symmetrie

X X X
flx) = —2(51)—2(X1+52)—---—2(X1+---+xn71+5”)
= —aiXi — -+ — dnpXnp

mit ax = 2(n— k) +1
Lange der Kette ~» Nebenbedingung

g(x)=r/2=) \J1-x=0
k=1
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~»  Optimierungsproblem
f—-min, g=0

Lagrange-Bedingungen grad f = Agradg
X

—ak=A———, k=1,...,n
/1 fxlf
Quadrieren und Auflésen nach x —
2
2 2 2.2 2 Ak
a ]. — X = )\ X s X, =
i i) k k ai+>‘2

Einsetzen in die Nebenbedingung r/2 = Zk 1-x2 ~

7_2 ak—|—>\2

+/--- monotone Funktion von A
~»  einfach zu berechnende numerische Lésung A,
~>  Bestimmung von xi aus den Lagrange-Bedingungen
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Kuhn-Tucker-Bedingungen
I ——.

Ist x, ein lokales Minimum einer stetig differenzierbaren Funktion
f:R" > D — R auf der durch die Ungleichungen gi(x1,...,xn) >0
definierten Menge D und sind die Gradienten (ebenfalls als stetig
vorausgesetzt) der aktiven Gleichungen gx(x.) =0, k € [, linear
unabhingig, dann existieren Lagrange-Multiplikatoren Ay > 0, so dass

grad f(xy) Z)\k grad gr(xx) .
kel

Fiir ein lokales Maximum ist entsprechend A\, < 0.
Die Indexmenge [ lasst sich auch implizit durch die Bedingungen

Ak8k(x) =0

festlegen. Ist gi(x.) > 0, so folgt Ax = 0, d.h. die nichttrivialen
Multiplikatoren A\, entsprechen den aktiven Nebenbedingungen
(gk(X*) = 0)
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Geometrisch bedeutet die Kuhn- lucker-
Bedingung fiir ein Minimum, dass der
Gradient der Zielfunktion f in dem durch
die Gradienten der aktiven Nebenbedin-
gungen aufgespannten Kegel liegt. Dies
ist in der Abbildung fiir bivariate Funk-
tionen veranschaulicht. Bei einem Mini-
mum x, in einer Ecke liegt grad f in dem
durch die relevanten Gradientenrichtun-
gen (gestrichelt) begrenzten Sektor.

Eine Gleichungsnebenbedingung h(x,...,x,) = 0 kann durch die
Ungleichungen h > 0 A —h > 0 ersetzt werden. Damit ist das
Kuhn-Tucker-Kriterium auch in diesem Fall anwendbar. Der entsprechende
Term

Ay grad h+ A_grad(—h) = Agrad h

besitzt einen Lagrange-Multiplikator A = A, — A_, dessen Vorzeichen
nicht eingeschrankt ist.
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Beweis

Die inaktiven Nebenbedingungen (gk(x.) > 0, k ¢ /) sind irrelevant, da sie
in der Umgebung von x, keine Einschrankung bedeuten.

~»  Minimalitdt von f ebenfalls auf der kleineren Menge, die durch die
Gleichungsbedingungen gx(x) = 0 beschrieben wird

Satz iliber Lagrange-Multiplikatoren = =  behauptete ldentitdt mit
A €ER

zu zeigen: Ay > 0
Indirekter Beweis: Annahme )\, < O fiir ein £ € /
lineare Unabhingigkeit der Gradienten —

Jv: (gradge(x)) v =1, (gradgk(x))'v=0, kel\l,

d.h. v liegt in der Tangentialebene der durch gi, k # ¢, definierten Fliche
S und hat eine nichttriviale Komponente in Richtung der Normalen der
Flache Sy : go(x) =0
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wihle eine Kurve t — x(t) € S mit Anfangspunkt x(0) = x, und
Anfangsrichtung x’(0) = v =~

ge(x(t)) = ge(x) + ((grad ge(x.)) v) t+ O(t?) =0+t + O(t?), t — 0
= x(t) fiir hinreichend kleines t > 0 zulissig:
ge(x(t)) >0, gk(x(t))=0, kel\l

Konstruktion von v und ldentitat fiir gradf —

%f(X(t))u:o = (grad f(x(1)))"x(t)je=0 = (grad f(x.))"v

= > Mlgrad gi(x))'v = Ae(grad g(x.))'v = A < 0
kel

— Abnahme von f entlang der Kurve, im Widerspruch zur
Minimalitat von f(x)
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Beispiel

ST

Extrema der Funktion f=

f(x,y) =y* —x

auf der durch 1

gilx,y) = y—-x* >0

gx,y) = 2-x*-y*> > 0

definierten Menge D 0 ‘ S =

Kuhn-Tucker-Bedingungen
grad f = (=1,2y)" = A (=2x,1)" +o(—2x, —2y)"
—— ——
grad gy grad g»
Ay =x*)=0, 02-x*—y*)=0
~—— |
& g2

mit Lagrange-Multiplikatoren A und g gleichen Vorzeichens
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lineare Unabhangigkeit der Gradienten der aktiven Nebenbedingungen fiir
alle zulassigen Punkte (nicht Null und an den Schnittpunkten der
Randkurven nicht parallel)

—>  Notwendigkeit der Kuhn-Tucker-Bedingung fiir alle Extrema
verschiedene Fille je nachdem welche Nebenbedingungen aktiv sind

(i) Keine Nebenbedingung aktiv:

nicht erfiillbar, keine Extrema von f im Inneren von D

(i) g1 aktiv, d.h. y — x2 =0 und g(x,y) > 0:
= 0=0, (-1,2y)=A(-2x,1)
— A=2y=2x>>0und
—1=(2x%)(-2x) = x=413 y=47283

=  Kuhn-Tucker-Bedingung fiir ein lokales Minimum
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(iii) g aktiv, d.h. 2 — x> —y? =0, gi(x,y) > O:
= A=0, (—1,2y)=o0(—2x,—-2y)
— o=-1<0(y =0 wegen (+v2,0) ¢ D nicht méglich) und
x=-1/2, y=+7/2
—>  Kuhn-Tucker-Bedingung fiir ein lokales Maximum
(iv) g1 und g aktiv, d.h. y — x> =0und 2 — x> — y?> = 0:

= (x,y)=(1,1) oder (x,y) =(-1,1)
Einsetzen in die Gleichung fiir grad f  ~»

(-1,2) =A(-2,1)+0o(—-2,-2) = A=1, p=-1)2
bzw.
(-1,2) = X(2,1)4+0(2,-2) = A=1/3, 0o=-5/6

keine Extremstellen wegen der verschiedenen Vorzeichen der
Lagrange-Multiplikatoren
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Existenz von Extrema auf der kompakten zuldssigen Menge ——
Minimum im Fall (ii) bei (47%/3,472/3),
Maximum im Fall (iii) bei (—1/2,+/7/2)

alternative Typbestimmung durch Vergleich der Funktionswerte

F(471/3,472/%) = _37/2/8 < 9/4 = (~1/2,v/7/2)
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Beispiel
]
Minimierung einer Funktion f : R” — R auf einem Rechteck

DiakSXkak, kzl,...,n

Kuhn-Tucker-Bedingung fiir ein lokales Minimum

n

grad f(x.) => (A — o) e = (A — 01, - An — 00)"
k=1
AN —a)=0,0"(b—x)=0, M, ok >0

mit e, dem k-ten Einheitsvektor
400 als Intervallgrenzen zugelassen

zB. agy=—0 =— A=0
~>  keine Einschréankung in den Kuhn-Tucker-Bedingungen
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(i) A < Xy < bki
Lagrange-Multiplikatoren Ax und gx Null und damit auch die k-te
Komponente gi von grad f(x,)

(ii) Eine der Ungleichungen fiir x aktiv:
~>  entsprechender Lagrange-Multiplikator bestimmt Vorzeichen von g:

Xy k = Ak — Qk:O7gk:)\k20
Xi k = by - M =0,gk=—-0k <0
T2
A
byt .
o—» I
-0
bl i

dl d2
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mogliche Richtungen von grad f(x,) fiir lokale Minima von bivariaten
Zielfunktionen auf einem Rechteck [a1, b1] X [a2, bo]

@ im Innern: keine Einschrankung fiir grad f
@ auf einer Kante: grad f orthogonal

@ an einer Ecke: grad f zeigt ins Innere
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Beispiel

Lineares Programm:
Minimierung einer linearen Funktion

n

ctx = g CkXk — min
k=1

unter den linearen Nebenbedingungen

Ax > b

mit einer m X n-Matrix A

Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir ein lokales Minimum x, € R"
ct=XA N(Ax, —b)=0

mit Ak > 0 (entsprechend A < O fiir ein Maximum)
|
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z.B.
X+ y — min, X > 2, y>1, x+2y >8,

d.h.
) 10 2
c:<1>, A=(o0 1|, b=|1
12 8

—>  Kuhn-Tucker-Bedingungen
1=X+A3, 1=X+2)3, )\1[x—2]+>\2[y—1]—|—)\3[x+2y—8]:0

mit )\k,[] >0

Bedingungen = genau einer der Lagrange-Multiplikatoren Ay
gleich null
~»  drei Falle (jeweils zwei Nebenbedingungen aktiv)
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(i) )\1 =0:

— AM3=1 A =-1

kein Extremum, da verschiedene Vorzeichen

(i) A2=0:

- )\3:1/2, )\1:1/2

aktive Nebenbedingungen x =2, x+2y =8 ~ (x,y)=(2,3)
Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir ein Minimum erfiillt

(i) A3=0:

aktive Nebenbedingungen x =2, y =1 ~»  Punkt ausserhalb des
zuldssigen Bereichs

Beschrankheit von f nach unten auf dem zul3ssigen Bereich —
globales Minimum bei (2, 3)
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geometrische Konstruktion der Losung:

Niveaulinie der Zielfunktion beriihrt den zul&ssigen Bereich in (2, 3)
Zielfunktion steigt (fallt), wenn die Niveaugeraden den zuldssigen Bereich
schneiden (nicht schneiden)
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