Differentialgleichungen
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Differentialgleichung erster Ordnung

Eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine Funktion y(x) hat die
Form

yY'(x) = f(xy(x),

wobei das Argument x oft weggelassen wird (y' = f(x,y)).
Die Losung ist im Allgemeinen nur bis auf eine Konstante bestimmt, die
durch eine Anfangsbedingung

y(x0) = yo

festgelegt werden kann.
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Beispiel:

Differentialgleichung

r_ Y
=2(1—
y=>01-y)
mit der allgemeinen Losung
X
= , c€eR
Y X+ cC

~>  y nur bis auf eine Integrationskonstante ¢ bestimmt
~»  Konstante durch Anfangswert festgelegt
(vgl. Bilden von Stammfunktionen f(x, y(x)) = g(x))

Anfangswert y(1) =2 ~~

c=—2 ()=
T YT

xp=0 ~» Singularitdt
einziger moglicher Anfangswert yo = 0, Losungsschar nicht eingeschrankt
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Beispiel:
Wachstumsmodell: proportionaler Zuwachs bzw. Abnahme
u(t+ At) = u(t) + At p u(t)

At —0 ~» Differentialgleichung

(v’ proportional zu u)
Losung
u(t) = u(0) exp(pt)

exponentielles Wachstum
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Richtungsfeld

Das Richtungsfeld einer Differentialgleichung

y'(x) = f(x, y(x))

ordnet jedem Punkt der xy-Ebene eine Tangente mit Steigung f zu.
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Die Graphen der Lésungen sind in jedem Punkt (x,y) zum Richtungsfeld
tangential.
Ist eine Anfangsbedingung

y(x0) = yo

gegeben, so verlduft der Graph durch den Punkt (xo, o).
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Beispiel:

Die Abbildung zeigt zwei Beispiele von Richtungsfeldern, in denen jeweils
einige Losungen eingezeichnet sind.

o

y =siny
I 3
SIS A

G e
PSS ISP
T T T -

2m = ——— 2

N R O NN

AR R R RS Yy
\\\ AR

<
8
<

NN

\\\‘\\“‘ﬂ
R

NN ]

T T
A
ST

D |

~ qualitatives Verhalten der Lésungen erkennbar
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(i) Linke Differentialgleichung:

Rechte Seite hangt nicht explizit von x ab.

~»  Losungen sind translationsinvariant, d.h. ist y(x) Losung, so auch
y(x+c) mit c e R.

Nullstellen des Sinus  ~»  konstante Losungen y(x) = jm, j € Z

@ anziehend fiir j =2k + 1,
d.h. fiir Lésungen y y(0) € (2km, (2k + 2)) gilt

lim y(x) — (2k+1)m =0

X—00

@ abstoBend fiir j = 2k

(ii) Rechte Differentialgleichung:

Die Steigungen nehmen fiir groBe Werte von x und y deutlich zu.
~>  stark wachsende Lésungen

Fiir y(0) > 0 existiert jede Losung nur auf einem endlichen Intervall.
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Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form
Y =py+gq
mit der allgemeinen Lésung

Y=Yp+Yn-

Dabei ist y, eine partikuldre (oder spezielle) Losung und yj, die allgemeine

Lésung der homogenen Differentialgleichung (g(x) = 0).
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Bezeichnet
P(x) = /p(x) dx

eine Stammfunktion von p, so gilt

yn = cexp(P(x)),

mit einer beliebig wahlbaren Konstanten ¢ € R, und

X

vo = / exp(P(x) — P(s))a(s) ds

X0

ist eine partikuldre Lésung mit y,(x0) = 0.
Fiir die allgemeine Losung y = y, + yn zu der Anfangsbedingung
y(x0) = yo ist

c = yoexp(—P(x0)) -
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Beweis:
Ist yp, eine Losung der homogenen Differentialgleichung
Yh = PYh
und P eine Stammfunktion von p, so gilt
[vh exp(—P)] = y exp(—P) — ynpexp(—P) = 0.

= [--] = ¢ mit einer Konstanten c, also y, = cexp(P) wie
behauptet

Ansatz fiir eine partikuldre Losung
vp = C(x) exp(P(x))

(Variation der Konstanten)
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Einsetzen von y, in die Differentialgleichung ~ ~~

C'exp(P) + Cpexp(P) = pCexp(P) +q

C' = qexp(~P)
und damit
Yo(x) = / exp(—P(s))a(s) ds | exp(P(x))
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Beispiel:

Es soll die allgemeine Losung der Differentialgleichung

, 2x

3
= + X
y 1+X2y ~—~
~—— q
P

sowie die Losung zu dem Anfangswert y(0) = 4 bestimmt werden.

Stammfunktion von p
P(x) = In(1 + x?)

~+ allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung y' = py

yh(x) = ceP¥) = c(1+ X2)
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partikuldre Losung:

Yp(x) = /Xeln(1+xz)_ln(1+52)s3ds
0

1 1
= (1+x? (§x2 ~3 In(1 +x2))
allgemeine Losung

x2  In(l+ x2
y:yP+Yh:(1+X2)(7—¥ + C)

mitceR
Anfangswert y(0) =4 = c=4
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Bernoullische Differentialgleichung

Die Differentialgleichung
v + pu = qu¥, k+#0,1,
lasst sich durch die Substitution
y=u"K Yy =1 -k
in die lineare Differentialgleichung

1,

1) = py +q

uberfiihren.
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Speziell erhilt man fiir konstantes p und g
_q
y =2+ cexplplk ~ 1))

bzw. )
q -k
u= (I_D + cexp(p(k — 1)x))

mit ¢ € R.
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Beispiel:

Es soll die Losung der Bernoullischen Differentialgleichung
v +3u=xu? u(0)=1,
bestimmt werden.

Substitution y =1/u bzw. u=1/y ~~

—y 2y +3yl=xy? & Yy =3y-x

~  allgemeine Losung

X

y:/e3x—35(_s)ds+ce3x
0

Anfangsbedingung y(0) = 1/u(0) = 1 und Integration — c=1

und
P VI U
Y =9 3T T 8e3x 1 3x+ 1
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Methode der unbestimmten Koeffizienten fiir lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung

Fiir einen konstanten Koeffizienten p kann die Differentialgleichung

Y'=py+aq

fiir bestimmte Funktionen g(x) durch einen Ansatz mit unbestimmten
Koeffizienten gelost werden oder eine partikuldre Losung y, ist unmittelbar
ersichtlich. )
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Einige gebrauchliche Falle sind
° q(x) =37 ggx = yp =37 odix fiir p#0

o q(x) =cexp(Ax), A #p =y, =

3 i p exp(Ax)
o q(x) = cexp(px) — yp = cxexp(px)
@ g(x) = acos(wx) + bsin(wx) — y, = ccos(wx) + d sin(wx)

Die allgemeine Losung ist

y = yp+ cexp(px).
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Beweis:

e Polynom g:
Ableitung des Ansatzes und Indexverschiebung  ~~

n n—1
= i = S e
j=1 j=0

Einsetzen in die Differentialgleichung  ~~

n—1 n n

DU+ Ddix =pY dpd +) gx

Jj=0 Jj=0 j=0
~——

Yp

Koeffizientenvergleich ~ ~~
dy= -5 dj:__CJ'Jr(J'Jrl)derl,
p P P
@ Exponentialfunktionen g:

~~  direktes Nachrechnen

j=n—-1,...,0
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@ Trigonometrischer Ausdruck:
Einsetzen in die Differentialgleichung  ~~

—cwsin(wx) + dw cos(wx) =

p(c cos(wx) + dsin(wx)) + acos(wx) + bsin(wx)

Vergleich der Koeffizienten von cos(wx) und sin(wx)
~>  lineares Gleichungssystem fiir ¢ und d:

a=-—-pc+wd, b=—-wc—pd

(Determinante der Koeffizientenmatrix ungleich null)
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Beispiel:

Bei einer gleichformig beschleunigten Bewegung mit Reibung gilt fiir die
Geschwindigkeit v(t)

mv' = —av —ym, v(0) =y .

allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung
«
vp = cexp <——t>
m

mit c € R

partikuldre Lésung
ym

(07

Vp =

Anfangsbedingung v(0) = vy ~ ¢=v+ym/a und

v(e) = vp(8) + vh(t) = = + (v + L7 ) exp (——-t)
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Separable Differentialgleichung

Eine separable Differentialgleichung

y' = p(x)g(y),

lasst sich durch Trennung der Variablen und separates Bilden von

Stammfunktionen |6sen:
dy /
—— = [ p(x)dx.
/ g(y) ()

Die Integrationskonstante kann dabei durch eine Anfangsbedingung

y(x0) = yo

festgelegt werden.
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Beispiel:
Die Differentialgleichung

v =p(l—-u)u, p>0,

modelliert ein Wachstum, das bei zunehmender Dichte (u(t) 1)
abnimmt (logistisches Modell).

| 4w

) e m =
S
R
VR
J 4w

J 4w
J 4w
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Die Abbildung zeigt das Richtungsfeld fiir p = 1 sowie einige der Ldsungen

ePt

c+ept’

Losung durch Separation der Variablen:
du
— = dt
/ u(l — ) / g

1 1 1

Partialbruchzerlegung

u(l—u) v wu—1

In — fePttc

- =pt+c &
1| =" u—1
mit einer Integrationskonstante ¢’ € R

Auflésen nach u ~»  behauptete Formel fiir u mit ¢ = Fe~ ¢
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Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

Eine Differentialgleichung
y'=1fy/x),

bei der die rechte Seite nur vom Quotienten y/x abhangt, lasst sich durch
die Substitution
xz(x) = y(x), z+xZ'="f(z)

in die separable Differentialgleichung
7= f(2) - 2)
X

uberfiihren.
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Beispiel:
Anfangswertproblem

’ y2‘|‘X2
y =
yx

;o y()=2

Kiirzen durch x> ~»  rechte Seite in homogener Form

y? /x> +1

T = /)

Substitution xz =y ~

V4

z':%(f(z)—z)zé(zz—i_l—z) _ 1
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Separation der Variablen

1

zzZ ==

b%s
Integration
Lo x|+
—Z = 1In|X c
2
Beriicksichtigung des Anfangswertes y(1) = z(1) =2 = c¢=2und

y =xz=xy/2In|x| +4

(z = —, /-~ entspricht nicht dem vorgegebenen Anfangswert.)
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Exakte Differentialgleichung

Eine Differentialgleichung der Form
a(x,y)y' +p(x,y) =0
heiBt exakt, wenn eine Stammfunktion F existiert mit
p=F, qg=F << (p,q)f=gradF.
Die Losungen lassen sich dann implizit als Niveaulinien darstellen,
Fx,y)=c

wobei die Konstante ¢ durch eine Anfangsbedingung festgelegt werden
kann.
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Man schreibt eine exakte Differentialgleichung oft auch in der Form
pdx + qdy =0,

um die symmetrische Behandlung der Variablen x und y hervorzuheben.
In Anlehnung an die Theorie der Arbeitsintegrale ist bei stetig
differenzierbaren Funktionen p und g die Integrabilitdtsbedingung

Py = Ax

notwendig fiir die Existenz von F. Sie ist hinreichend, falls das betrachtete

Definitionsgebiet einfach zusammenhangend ist.
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Beweis:

Existenz der Stammfunktion, Kettenregel —

d
2 Fly(x)) = Fx y(x)) + Fy (x, y (x))y' ().
d.h. die Niveaulinien entsprechen Lésungen:

F=c = p+q/=0
Vertauschbarkeit partieller Ableitungen —

py:ny:Fyx:qX7

d.h. die Notwendigkeit der Integrabilitdtsbedingung
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Fiir ein einfach zusammenhangendes Parametergebiet ist eine
Stammfunktion F als Arbeitsintegral darstellbar:

F(x,y)z/pdx—{—qdy, C: (x0,y0) = (x,¥)
C

mit einem Weg C, der einen fest gewahlten Punkt (xo, yo) mit (x,y)
verbindet
Die Wegunabhangigkeit ist durch die Integrabilitdtsbedingung garantiert.
Parametrisierung

C: [a,b] >t (u(t),v(t))

~  explizite Form fiir F:

b
F(x,y) = /p(U(t),V(t))U’(t)+q(U(t),V(t))V’(t) dt
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Beispiel:

exakte Differentialgleichung
(6x —2y)y' +7x+6y =0
—_—— ——
q P
priife die Integrabilitdtsbedingung:
gG«=6=p, vV

p und g auf ganz R? definiert =  Existenz einer Stammfunktion
Konstruktion durch achsenparallele Integration
q=F, —

F:/6x—2ydy:6xy—y2+go(x)

Einsetzen in p=F, —

Tx+6y =6y +¢'(x), ¢(x)=-x*+C
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allgemeine Lésung

7
F(XaY):§X2+6Xy—y2=C & y=3x=+,/—c+25x2/2

Niveaulinien von F:
Hyperbeln mit Hauptachsenrichtungen (2,1)* und (—1,2)t
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Integrierender Faktor

Wird eine Differentialgleichung
p(x,y)dx + q(x,y)dy =0
durch Multiplikation mit einer Funktion a(x, y) exakt, d.h. ist
(ap)y = (aq)x,

so bezeichnet man a als integrierenden Faktor.
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Beispiel:

y +x(2xy —1)y' =0
< —
P q
nicht exakt, denn p, =1 # 4xy — 1 = qx
Multiplikation mit dem integrierenden Faktor 1/x?
~  exakte Differentialgleichung

y/xX*+ @2y —1/x)y' =0, p, =1/x* = dx

p el

Implizite Darstellung der Losung
Fix,y)=y*—y/x=c
Bestatigung durch Uberpriifung der Identitit
[P
grad F = (y/x%, 2y —=1/x)" = (p, §)° v
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Beispiel:

Die Differentialgleichung
B = —wPh+f

beschreibt die Auslenkung einer Feder unter einer Kraft f.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Linearer Oszillator 23-1



allgemeine Losung fiir f(t) = —g
; 1
h(t) = c1sin(wt) + ¢ cos(wt) — —8
w

Bestimmung der Integrationskonstanten aus den Anfangsbedingungen
zB.: h(0)=0 H(0)=g =

h(t) = (w sin(wt) + cos(wt) — 1)
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Linearer Oszillator
Die Auslenkung u(t) eines linearen Oszillators bei periodischer Anregung
wird durch die Differentialgleichung

u" +wiu = ccos(wt), wo >0,

beschrieben.
Die allgemeine Losung setzt sich aus einer freien und einer erzwungenen
Schwingung zusammen, u = up, + up, wobei

up(t) = acos(wot) + bsin(wot)
und

up(t) = wz%wg (cos(wot) — cos(wt)), w # wo
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sowie

im Resonanzfall w = wy.
Die Konstanten a, b kdnnen durch Anfangsbedingungen festgelegt werden:

a=u(0), b=u(0)/wp.
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Beweis:

cos(wot), sin(wpt) erfiillen die homogene Differentialgleichung
v +wiu=0.

Linearkombination ~»  Losung u, der Differentialgleichung mit c =0
Direktes Nachrechnen ~»  Losung u, der Differentialgleichung

e w# wp:
d2

e cos(wt) 4 wj cos(wt) = (wi — w?) cos(wt)

Multiplikation mit c/(w@ — w?) ~»  rechte Seite c cos(wt)
addiere (c/(w? — w3)) cos(wot)
~»  partikuldre Losung mit doppelter Nullstelle bei t = O:

c cos(wpt) — cos(wt)

u, =
P wg
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e  w=uwp:
Grenziibergang wp > w  ~

. cos(wpt) — cos(wt) L'Hospital . —tsin(wot)
lim ¢ 5 5 = lIm ¢ ——~
wo—w w? — wp wo—w —2wg

(Differentiation nach wy)

doppelte Nullstelle der partikularen Losungen bei t =0
=  Bestimmung von a und b aus den Anfgangswerten von up
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Beispiel:
Fiir die Differentialgleichung
u" 4+ 4u =3cost

ist wg=2, w=1und c=3.
~>  allgemeine Losung:

cos(wpt) — cos(wt)

t) = acos(wot bsin(wot) + ¢
u(t) (wo )i in(wot) + -
Up ~~ -

Up

= acos(2t) + bsin(2t) +

T2 (cos(2t) — cos t)

mit a,b € R
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0 27 4 6m 81 100 127

Anfangswerte
u(0) =0,4'(0) =2

~>  abgebildete (27)-periodische Losung
u(t) = sin(2t) — cos(2t) + cos t

mit a=u(0) =0und b= u/(0)/wy =2/2=1
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Beispiel:
Fiir die Differentialgleichung
U+ u=2cost

ist wo = w = 1 (Resonanz), ¢ = 2.

allgemeine Losung

u = acos(wt)+ bsin(wt)+ 2i tsint
— w
up o

= acost+ bsint+ tsint

mit a,b € R
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30
20
10
]
-10
—20
—30

0 27 4r 61 8¢ 10n 127
Anfangswerte
u(0)=3,4'(0)=0
~>  abgebildete Losung
u(t) =3cost+ tsint

mit a = u(0) =3 und b= 1u'(0)/w =0
Resonanz ~» lineares Wachstum
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Homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Die Losung der Differentialgleichung
J"(t) + pd'(t) + qu(t) =0

mit p, g € R hat je nach Typ der Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
N4 ph+gq

folgende Form:
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o zwei reelle Nullstellen A1 # Aa:

u(t) = aexp(A1t) + bexp(Aat)

@ eine doppelte Nullstelle A:

u(t) = aexp(At) + bt exp(At)

@ zwei komplex konjugierte Nullstellen —p/2 + pi:

u(t) = exp (—%) (acos(ot) + bsin(ot))

Die Konstanten a, b konnen durch Anfangsbedingungen festgelegt werden.
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Beweis:

Einsetzen des Ansatzes u(t) = exp(At) in die Differentialgleichung
A exp(At) + pAexp(At) + gexp(At) = 0

—  charakteristisches Polynom A2 + pA 4+ g =0

(i) zwei verschiedene Nullstellen \;:
linear unabhangige Losungen

exp(Ajt), j=1,2

fir A = —p/2 £ gi, reelle Lésungen durch Bilden von Linearkombinationen:

(exp((—p/2 + 0i)t) + exp((—p/2 — 0i)t)) = exp(—pt/2)cos(ot)

|'—‘l\)||—l

(exp((—p/2 + 0i)t) — exp((—p/2 — 0i)t)) = exp(—pt/2)sin(ot)

2
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(i) doppelte Nullstelle A:

2AX+p=0 (charakteristisches Polynom ableiten)

~>  zweite, linear unabhéngige Losung t exp(At):

dt
= [2Xexp(At) + N texp(At)] + [pexp(\t) + pAt exp(At)] + [qt exp(At)]
= ((2\+ p) + (A2 + pA + q)t) exp(At) =0

2
<i> (texp(\t)) + p%(texp(At)) + qtexp(At)
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Beispiel:
Anfangswertproblem
' =20 —8u=0, u(0) =2, J(0)=2
~»  charakteristisches Polynom
A —2X-8

mit den Nullstellen
AM=-2, =4

allgemeine Losung der Differentialgleichung
aexp(—2t) + bexp(4t)

mit a, b € R

Differentialgleichungen zweiter Ordnung ~ 7 Koeffizienten
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Anfangsbedingungen

~>  lineares Gleichungssystem

2 = wu0) = a+b
2 = J(0) —2a+4b

u(t) = exp(—2t) + exp(4t)

Differentialgleichungen zweiter Ordnung ~ 07 Koeffizienten
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Beispiel:
Anfangswertproblem
=2 +u=0, u(0) =1, 4'(0)=0
~»  charakteristisches Polynom
A -2\ +1

mit der doppelten Nullstelle
)\1,2 =1

allgemeine Losung der Differentialgleichung
(a+ bt) exp(t)

mit a, b € R

Differentialgleichungen zweiter Ordnung ~ 0 7 Koeffizienten
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Anfangsbedingungen ~»  lineares Gleichungssystem

u(0)=1 = a
J(0)=0 = a+b
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Methode der unbestimmten Koeffizienten fiir lineare
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Fiir bestimmte rechte Seiten f kann eine partikuldre Losung u der
Differentialgleichung
u"(t) + pu'(t) + qu(t) = £(t)

durch einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten bestimmt werden.
Einige gebrauchliche Falle sind

@ Polynome:

n n
f())=3 gt »u(t) =) ut, fallsq#0.
j=0 Jj=0

Falls g = 0, muss u mit t multipliziert werden. Ist zusatzlich p = 0, so
ist eine weitere Multiplikation mit t erforderlich.

v
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@ Exponentialfunktionen:
f(t) = exp(At) — u(t) = cexp(At),

falls A2 + pA + g # 0.
Ist A eine einfache (doppelte) Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, muss ¢ durch ct (ct?) ersetzt werden.

@ Trigonometrische Funktionen:

f(t) = exp(at)(crsin(wt) + ¢ cos(wt))
— u(t) = exp(at)(asin(wt)+ bcos(wt))

Sind « £ iw Nullstellen des charakteristischen Polynoms, muss u mit ¢

multipliziert werden.

Treten gemischte Terme auf, so ist die Superposition der entsprechenden

Ansatze moglich.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : “Diff renlag eichungen Zweiter
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Beispiel:
Differentialgleichung
u" — 30" — 4u = t + exp(2t) + cos(3t)
~»  charakteristisches Polynom
M3 —4=(\+1)(A—4)

mit den Nullstellen Ay = —1 und X\, = 4
keine Sonderfille, da Ay #£ 0,2, +3i
~»  Standardansatz

u(t) = [a + bt] + [cexp(2t)] + [e cos(3t) + f sin(3t)]

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : iffrenlag eichungen Zweiter
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Einsetzen in die Differentialgleichung ~ ~~

' =30 —4u=
[-3b — 4a — 4bt] + [(4c — 6¢ — 4c) exp(2t)]
+[(—9e — 9f — 4e) cos(3t) + (—9f + 9e — 4f)sin(3t)] =
[-3b — 4a — 4bt] + [—6c exp(2t)]
+[(—13e — 9f) cos(3t) + (9e — 13f)sin(3t)]

Koeffizientenvergleich mit der rechten Seite t + exp(2t) + cos(3t) ~

—4a—-3b = 0
—4b = 1

—6c =1
—13e—-9f =1
9e—13f = 0

— b=-1/4, a=3/16, c = —1/6, e = —13/250, f = —9/250

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : |ffren|ag eichungen Zweiter rdnung i
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partikuldre Losung

3 1 1 13 9
up(t) 16 4t 5 exp(2t) 250 cos(3t) 250 sin(3t)

Losung der homogenen Differentialgleichung
up(t) = avexp(—t) + [ exp(4t)

allgemeine Losung u = up + up

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : ifFreniag eichungen Zweiter




Beispiel:
Anfangswertproblem
U —2u + u = exp(t), u(0) =0, J'(0)=3
~»  charakteristisches Polynom
M 22 +1=(\-1)?

mit der doppelten Nullstelle A =1
Sonderfall ~»  Ansatz

u(t) = (a+ bt + ct?) exp(t)

Einbeziehung der allgemeinen Lésung der homogenen Differentialgleichung

durch die Koeffizienten a und b

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : |ffren|ag eichungen Zweiter
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Anfangsbedingungen  ~~
u(0)=0=a, U (0)=3=a+b,

d.h. a=0, b=3und u(t) = (3t + ct?) exp(t)
Einsetzen in die Differentialgleichung  ~~

exp(t) = ([2c+2(3+2ct) + (3t + ct?)]
—2[(3+ 2ct) + (3t + ct?)] + [3t + ct?]) exp(t)
= 2cexp(t)

= c¢=1/2,dh.
u(t) = (3t + t2/2) exp(t)

[6st das Anfangswertproblem

Differentialgleichungen zweiter Ordnung : |ffren|ag eichungen Zweiter
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Gedampfte harmonische Schwingung

Die Differentialgleichung
u" + 2/ 4 wiu = c cos(wt)

mit r > 0 modelliert sowohl eine elastische Feder als auch einen
elektrischen Schwingkreis.
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k Feder
m Masse
c Déampfer
f Kraft
c k
2[‘ = —, wg —
m m

Kondensator

Spule

Widerstand

Differentialgleichungen zweiter Ordnung
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Je nach Typ der Lésungen uj, der homogenen Differentialgleichung (¢ = 0)

unterscheidet man

o starke Dampfung (r > wo):

up = aexp(A1t) + bexp(Aat)

3 - _ [,2 .2
mit A\12 = —r4/r° —wj

o kritische Dampfung (r = wo):

up = (a+ bt) exp(—rt)

@ schwache Dampfung (r < wp):

up = exp(—rt) (acos(At) + bsin(At))

mit \ = wg—rz.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Eine partikuldre Losung ist
up(t) = ¢’ cos(wt + J)

mit der Amplitude

= c/\/(w(z) — w?)? + (2rw)?

und der Phase

2

§ = arg(w3 — w? — i2rw)

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung erhélt man durch Addition

von up:
U= Up+ up.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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u u u
A A
t ﬂv%%ﬂ»“ ¢ ¢
u
A

Das qualitative Verhalten von Losungen kann sehr unterschiedlich sein.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Beweis:

(i) Lésung der homogenen Differentialgleichung:

Der Typ der Losungen ist durch das charakteristische Polynom
A2 +2r\ + w? bestimmt.

(i) Partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung:

Einsetzen von
up = Re (¢’ exp(iwt +i6))

Re (¢’ exp(i6)(—w? + 2rwi + w§) exp(iwt)) = c cos(wt)
cos(wt) = Reexp(iwt) =

. Cc .
Wi — w? 4 2rwi = = exp(—id),

d.h.
c

d = , 0 =arg (w2 — w2+ 2rwi
wg — w2 + 2rwil g (5 )

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Beispiel:
Schwingungsgleichung
v+ 50 +6u=2cost

~ o 2r=5wp =6, w=1, c=2)
starke Dampfung: r > wyp
Nullstellen des charakteristischen Polynoms A? 4 5\ + 6:

—5+1
A1p = 5

~> allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

up = aexp(—3t) + bexp(—2t)

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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partikuldre Losung
up = ¢’ cos(wt + )

mit
o c 2 2
- \/(wg—w2)2+(2rw)2 VE-12+(G12  5/2
5 = arg(wg—w2—2rwi):arg((6—1)—(5-1)i):—%
d.h.

u = up+up

= aexp(—3t) + bexp(—2t) + cos(t —m/4)

2
5v/2

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Anfangsbedingungen

u0)=3. V(0=

u(t) = —3exp(—3t) + 4exp(—2t) + 2 cos(t — 7 /4)

5v/2

0 m 2m 3T i
t

starke Dampfung  ~»  schneller Ubergang in eine harmonische
Schwingung

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Beispiel:
Schwingungsgleichung
u" 4 2wou’ 4 wiu =0
kritische Dampfung: r = wq
up = (a+ bt) exp(—wot)

starkes Anfangswachstum maoglich

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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w=1 ~
u(t) = (a + bt) exp(—t)

maximal fir t, = 22 und

||L;((i)*))|| = SeXp (5-1)

— oo fiir a/b— 0
(hohe Spannungen beim Ausschalten von Stromkreisen!)
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Beispiel:
Schwingungsgleichung
u" 420 4+ 50u = et

schwache Dampfung: 1 = r < wg = v/50

charakteristisches Polynom A? 4 2\ 4 50 mit den komplex konjugierten
Nullstellen A\ = —1 £ 7i

~ allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

up = e (acos(7t) + bsin(7t))
partikuldre Lésung .
up = Celwt
Einsetzen in die Differentialgleichung ~ ~~

1
€= —w? 4 2wi+50

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Gedampfte harmonische Schwingung
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Real- und Imaginérteil von u = up + up fira=1/10, b=0, w =3
schwache Dampfung ~~ langsames Abklingen des homogenen
Losungsanteils

0.15
0.1
0.05 {
U Re u
0f Im u
—0.05
—0.1 .
0 s 2r 3m 47
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Betrag der komplexen Amplitude

1 1
(W3 — w?) +2wi] /(50 — w?)? + (2w)?

el =

maximal fir w, = /48, denn

W=uw?0= diW(so—W)2+4W: —2(50-W)+4 — W =48

relativ kleiner Dampfungskoeffizient 2r = 2
=—>  Resonanzfrequenz w, nahe bei wg = /50
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Phasenebene

Die Losungen einer autonomen Differentialgleichung zweiter Ordnung,
' = f(u,d),

konnen als Kurven
t— (u(t),v(t)), v= v,

in der sogenannten Phasenebene visualisiert werden. Dabei verlauft fiir
eine stetig differenzierbare Funktion f durch jeden Punkt (ug, vp) genau
eine Losungskurve.

Punkte (up,0) mit f(ug,0) = 0 sind kritische Punkte der
Differentialgleichung, die konstanten Lésungen u(t) = up entsprechen.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Phasenebene
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Fasst man v = du/dt als Funktion von u auf, so ist
" =Vv' =dv/dt = (dv/du)(du/dt) und man erhilt eine
Differentialgleichung erster Ordnung

Yy ),

du

die die Losungskurven in der Phasenebene unmittelbar beschreibt.

Differentialgleichungen zweiter Ordnung Phasenebene




Beispiel:

Phasenebenen fiir die Bewegungsgleichung eines gedampften Pendels und
die approximierende lineare Schwingungsgleichung

u = —sinu—u' w=—u—u

N

\\

kleine Auslenkungen von u  ~»  gute Ubereinstimmung
globales qualitatives Verhalten unterschiedlich; mehrere kritische Punkte
fiir die Pendelgleichung

u u
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Energieerhaltung

Die Differentialgleichung
'+ ' (u)=0
beschreibt eine eindimensionale Bewegung unter einem durch ein Potential
® induzierten Kraftfeld.
Fiir die Losung v ist die Summe E aus kinetischer und potentieller Energie
konstant: ,
E= §v2+¢(u), v=1u'.

Die Lésungskurven in der Phasenebene entsprechen also konstanten
Energieniveaus E.
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Beispiel:

Differentialgleichung fiir die Auslenkung ¥ eines idealen Pendels
¥ = —sind
potentielle Energie ®(J) = —cos?d ~»  Gesamtenergie
1
E= 5(19’)2 — cos )

bzw. ¥ = +1/2(E + cos )

9
Differentialgleichungen zweiter Ordnung Phasenebene
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Phasendiagramm  ~»  drei qualitativ verschiedene Fille

e E < 1: Losungen periodisch, da cos # —1 (maximaler Wert
Umax = arccos(—E))
Berechnung der Periode T aus der maximalen Auslenkung ©¥max

ﬁmax
dt dt 1
T=4 [ —d¥, —=()'=
0/ dv dv () V/2(cos Y — cos Umax)

(E = — cos¥max)

e E > 1: Die Geschwindigkeit ¥ wird nie null; das Pendel schwingt
tiber.

@ E = 1: Das Pendel nihert sich dem instabilen hochsten Punkt,
ohne ihn in endlicher Zeit zu erreichen.
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Beispiel:

auf eine Rakete wirkende Kraft im Gravitationsfeld der Erde

ymM

F=-13

m und M: Massen von Rakete und Erde
~v > 0: Gravitationskonstante
r: Abstand zum Erdmittelpunkt

Bewegungsgleichung nach dem “Burnout” bei vertikaler Flugrichtung

/= M

Anfangsbedingungen
r(0)=R, r(0)=v

R und v: Flughdhe und Geschwindigkeit bei “Burnout”
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r’ E<0

Losungskurven fiir verschiedene Geschwindigkeiten v und R = 6.371km
(Erdradius)
konstante Energieniveaus

1 M
E:— I2__
2(r) r
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E < 0: maximale Flughdhe

M

'max = — E

E > 0: Flughohe unbeschrankt
kritische Startgeschwindigkeit v, (fett gezeichnete Losungskurve)

o0 M
(r'(t) — 0 fir t — c0)
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System von Differentialgleichungen erster Ordnung

Die Standardform eines Systems von Differentialgleichungen ist

u'(t) = f(t, u(t))
mit der Anfangsbedingung u(to) = a. Dabei ist u = (u1,. .., up)t und
f:RxR"— R"
Hangt die Funktion f nicht explizit von t ab, so spricht man von einem
autonomen System.

~ Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Beispiel:

Lorenz-System

uy = —aup+au
/

u, = —uuz+ Puy—up
/

uz3 = ujup —yu3

geeignete Parameterwahl ~»  “Strange Attractor”,
d.h. Konvergenz beschrinkter Losungskurven gegen eine fraktale Menge

“Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung



40
20

uz 0
—20
—40

verschiedene Perspektiven des Attractors fiir « = 10, § =28 und v = 8/3

“Standardform

System von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Transformation eines Differentialgleichungssystems auf
Standardform

Fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(t) = g(t,y(t), ...,y (1))

setzt man

u(t) = (y(t),-.,y" V(1))

und erhilt ein dquivalentes System erster Ordnung:

u = u
Upy = Un
u, = g(t,u(t)).

~ Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung 47-1




Fiir ein System von Differentialgleichungen hoherer Ordnung verfahrt man

analog.
Durch Einfiihren einer weiteren zusatzlichen Variablen u,11(t) = t und der

trivialen Differentialgleichung u], ; = 1 lieBe sich auch die explizite
Abhéangigkeit der rechten Seite von t eliminieren, und man erhielte das
autonome System

(U1, Ung1) = 8(Ung1, U1 © Ung1,s .., Up O Upy1).

Diese Umformung ist jedoch weniger gebrauchlich.

~ Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung 47-2



Beispiel:
Die Differentialgleichung
o' ="f(t)—ro —sinp

beschreibt eine erzwungene Schwingung eines Pendels, wobei r > 0 den
Reibungskoeffizienten und f(t) die duBere Kraft bezeichnet.

Substitution (u1, up) = (¢, ¢’) ~»  System erster Ordnung:

Ui = U
uh = f(t)—rup —sinu

Einfiihren der weiteren Variable u3(t) = t und der zusatzlichen trivialen
Gleichung

~>  autonomes System

Standardform = System von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Beispiel:

Drei-Kérper Problem:
Differentialgleichungen fiir die Bahnkurven t — P;(t) € R3 von
Himmelskorpern unter dem EinfluB von Gravitationskraften

Pl = ymy(Py— P1)|Py— P1| 7>+ yms(P3 — P1)|Ps — Py| 3
Py = ymi(PL— P)|P1 — Po| 7> +ym3(P3 — P2)|P3 — Po|
P{ = ymi(P1— Ps)|Pr— P3| 7> + yma(P2 — P3)|Ps — P3|

mit v = 3.993N km2kg_:l der Gravitationskonstante und my den Massen
der Koérper

~ Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung



xs3

i) x

~ Standardform System von Differentialgleichungen erster Ordnung




Transformation auf Standardform durch Einfiihren von zusatzlichen

Variablen

uy
uz
us3

Ug
Us
Ue

uz u13

=Py, ug | =P, us | =P
ug uis
u1o uie

= P{ N uii = Pé, u7 = Pé
u12 uig

~>  System von 18 Differentialgleichungen erster Ordnung
zusitzliche Differentialgleichungen fiir die Hilfsvariablen

~ Standardform

Ué(j_l)Jrk = Ug(j-1)+k+3, S k=1,2,3

System von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Satz von Peano

Fiir eine in einer offenen Umgebung D von (tp, a) € R x R”" stetige
Funktion f hat das Anfangswertproblem

U(t) = f(t,u(t)), u(t)=a

mindestens eine stetig differenzierbare Lésung (us,. .., u,)" in einer
Umgebung (t_, t}) von to.

Wie in der Abbildung illustriert ist, verlauft die Losungskurve bis zum
Rand von D. Ist die u-Komponente von D unbeschrankt, ist dabei
insbesondere der Fall |u(t)| — oo méglich.

~ Standardform Satz von Peano

50-1




B =

Standardform - Satz von Peano




Beispiel:
(i) Keine eindeutige Losung:

v =2y/]u, u(0)=0

Losungen
w 0, x<r7
Tl (x—=7)?2, x>7

fiir beliebiges 7 > 0 bzw. (Symmetrie)

_ 0, x>71
tr = —(r—x)?, x<7

firT <0

~ Standardform Satz von Peano
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(ii) Kleines Existenzintervall:

v =u? u(0)=1

Losung

singular fir t —> 1

~ Standardform Satz von Peano




Eindeutigkeit der Losung von
Differentialgleichungssystemen

Ist (¢, u) in einer Umgebung [ty — 4, to + 6] X D von (tp,a) € R x R”
Lipschitz-stetig bzgl. (u1,...,u,)t, d.h. gilt
|f(t7 U) - f(t7 ’j)| < L|U — ﬂ|7

fir |t — to] < d und u,d € D, dann ist eine Losung des
Anfangswertproblems

U(t) = f(t,u(t)), u(t)=a

mit Werten in D eindeutig.

In Verbindung mit dem Satz von Peano garantiert also die
Lipschitz-Stetigkeit von f die lokale Existenz einer eindeutigen Lésung auf
einem Intervall (to — d_,to + 1) mit 0 < d1 < 4.

~ Standardform Eindeutigkeit der Losung 52-1




Beweis:

betrachte fiir zwei Losungen v und i die Differenz

u'(t) — a'(t) = £(t, u(t)) — F(t, (1))
Integration, Lipschitz-Bedingung fiir |t — to| < A = min(¢,1/(2L))

t

u(t) —a(t)] = /f(SaU(S))—f(S,ﬁ(S))dS

to

< lt—to| L max |u(s)—i(s)|
~—— Is—t|<A
<1/(2L) % ~

Bilden des Maximums der linken Seite iiber t € | = [ty — A, to + A]
= M < M/2 und somit M =0, d.h. u= i auf |

Iteration des Arguments mit tp <~ t+ A =  Behauptung

~ Standardform Eindeutigkeit der Lésung

=
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Beispiel:
(i) Lokale Existenz:

v =tu?, u(0)=1
bestimme eine Lipschitz-Konstante L fiir f(t,u) = tu

f(t,u) — f(t, i) = t(v® — %) = [t(u+ 0)] (u— i)

2

—>  Abhangigkeit von L von dem Betrag der Lésung
d=2,D=10,4], d.h. (t,u),(t,d) € [-2,2] x [0,4] ~
L=max[...]|=2-(2-4)=16
Die Losung (bestimmt durch Separation der Variablen)
1
t)= ———
ult) =1=a7

ist eindeutig; wird jedoch fiir t = /2 singulir, d.h. sie existiert nur auf
einem Teilintervall von [-2,2].
; ~ Standardform Eindeutigkeit der Losung 54-1




(i) Globale Existenz:

v =sin(tu), u(0)=1
Mittelwertsatz =
f(t,u) — f(t,d) = [cos(s) t] (u— )
= L =max[...] = T ist Lipschitz-Konstante auf dem Bereich
[T, T] xR

PIOIES T
Ju(t)] <1+t

Satz von Peano (Existenz bis zum Rand des Stetigkeitsbereichs) —
Existenz im gesamten Interval (— T, T)
T beliebig ~»  Existenz einer eindeutigen Lésung auf R

~ Standardform Eindeutigkeit der Lésung 54-2




Ableitung nach Anfangsbedingungen

Das Anfangswertproblem

v =f(t,u), u(t)=a,

ldsst sich fiir stetig differenzierbares f nach (ai,...,a,)" partiell ableiten.

Man erhalt die Matrix-Differentialgleichung
U, = fu(t,u)us, us(to) = E,

mit der Jacobi-Matrix u, = (Ju/das,...,0u/da,) und E der (n x n)
Einheitsmatrix.

Durch Taylor-Entwicklung folgt fiir die Lésung v zu einem benachbarten
Anfangswert v(ty) = a+ Aa

v(t) = u(t) + us(t)Aa + O((Aa)?).

~ Standardform Ableitung nach Anfangsbedingungen
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Beispiel:

Differentialgleichungen fiir die Bahnkurve eines antriebslosen Raumschiffs

in Polarkoordinaten

r = u
2

/ Y

o= — ==
r r
uv

vV o= ——
r

~: Gravitationskonstante
r: Abstand vom Erdmittelpunkt
u, v: radiale und tangentiale Geschwindigkeitskomponente

stationarer Orbit:

r 0 r ro
v | =10 — u | = 0
v/ 0 v /"o

Standardform = Ableitung nach Anfangsbedingungen
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Storung der Anfangswerte:

p" = (r0,0,v/v/r0) — p*

N&herung fiir die resultierende Bahnkurve

7(t) 1o Ar(0)

i(t) | =10 +J(@) | Aaw0)

v(t) Vo /ro Av(0)
()

Jacobi-Matrix J bestimmt durch die Lésung des Anfangswertproblems

J =

~ Standardform

0 1 0
gl 0 2¢/v/no
1 2V/r
R (0 J, J(0)=E,
o _Yln
A

Ableitung nach Anfangsbedingungen
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Berechnung von A durch Einsetzen der ungestorten Lésung in die
Ableitung der rechten Seite:

0

1
2

—%4+2% 0
uv _ v u
r2

A=

(r,u,v)=(r,0, V4 v/ 1)
(Bei einem stationdren Orbit hangt A nicht von t ab.)
PUNN

Berechnung von d(t) durch Lésen eines linearen

Differentialgleichungssystems mit konstanten Koeffizienten:

Ar(0)
d'(t) = J(t)d(0) = AJ(t)d(0) = Ad(t),

Au(0)
Av(0)

d(0) =

~ Standardform

Ableitung nach Anfangsbedingungen
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Lineares Differentialgleichungssystem

Ein lineares Differentialgleichungssystem
u = A(t)u + b(t)

mit stetiger Koeffizientenmatrix A und stetigem Vektor b besitzt eine
eindeutige Lésung (u1, ..., up)" fir jeden Anfangswert u(tp).
Insbesondere besitzt das homogene System v’ = A(t)u n linear
unabhangige Losungen v, w, ..., d ie man in einer Fundamentalmatrix

r=(v,w,...)

zusammenfassen kann.

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems hat die Form
u=up+uy, up=Ic

wobei up, eine partikuldre Lésung und up eine Lésung des homogenen
Systems ist, und

c = I'(to)_l(u(to) - Up(tO))

durch eine Anfangsbedingung in einem Punkt ty festgelegt werden kann.

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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Beweis:

(i) Lokale Existenz und Eindeutigkeit:

Lipschitz-Konstante
L= max [A(t)|l

te(to,t1]

(t; beliebig)

allgemeine Theorie ~»  eindeutige Lésung auf [to, t.] (t. > to maximal)

(i) Globale Existenz:
zeige t, = t; durch Schranke fiir die Lésung (Ausschluss von

Singularitaten)
Multiplikation mit u = ~~

utt' = uA(t)u + utb(t)

bzw. mit r = utu = |u|? und der Ungleichung ab < 1(a® + b?)

S < 1AW+ 5 (r+ (1))

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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Abschitzung der rechten Seite mit C = max ([|A(t)]],|b(t)]) ~
te[to, 1]

r'<(2C+1)r+ C?
r>0 = r wird majorisiert durch die Lésung von
R=aR+p3, a=2C+1,8=C?,
d.h.

(0 < RO =5+ () + §) el

~ Stabilitst — Lineares Differentialgleichungssystem




(i) Darstellung der Losung:
Einheitsvektoren ey, ..., e, als Anfangswerte u(tp)
~>  n linear unabhingige Lésungen des homogenen Systems

iiberpriife Form der allgemeinen Lésung u = up, + up,

o Differentialgleichungssystem:

u, + up = A(t)up + b(t) + A(t)up = A(t)(up + up) + b(t)

@ Anfangsbedingungen:

up(to) + Uh(tO) = up(to) + r(to)C
up(to) + M (t0)T (t0) ™ (u(to) — up(to))
= u(to)

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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Beispiel:

Differentialgleichungssystem

J 1t ut [ cos t
~\0 2 et
i) Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems:
g g g gssy

zweite Komponente
Uy = 2up

~ Uy = ae®t mit o € R beliebig
Einsetzen in erste Komponente  ~~

u;’l =+ ate?t

Ansatz u; = (B + yt)e*t + Jet  ~

et + ye®t 4 2(B 4 t)e®t = del + (B + yt)et + ate?

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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bzw. nach Koeffientenvergleich

e: 6 = 0
2 y428 = 8
te’t . 2y = 7+«

— 6 € R beliebig, v =«, § = —a und
up = def + ot — 1)e*

zwei linear unabhangige Losungen durch Wahl von o« =0, § = 1 und
a=146=0
~  Fundamentalmatrix

et (t—1)e?
M= 0 e2t

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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(i) Partikuldre Losung:
zweite Komponente des Differentialgleichungssystems

uh = 2uy + et

od U2 = —et

Einsetzen in erste Komponente des Differentialgleichungssystems
/ t
u; = up — te +cost
Ansatz u; = (pt + qt?)e! + rcost + ssint  ~»

o ( —1t2%e! + I(sint — cost) )
p= ot

(iii) Allgemeine Losung:

t _1)e2t
cref + ot —1)e )’ o €R

up + e =up + ( cret

~ Stabilitst Lineares Differentialgleichungssystem
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Wronski-Determinante

Fiir eine Fundamentalmatrix I des homogenen
Differentialgleichungssystems v’ = A(t)u gilt fiir die sogenannte
Wronski-Determinante det ['(t)

(detT)" = Spur A(detT).

Damit ist
t
det [(£) = det [(fo) exp /SpurA(s) ds| >0,
to

woraus insbesondere folgt, dass I'(t) fiir alle t > ty invertierbar ist, falls
detT(t) # 0.

~ Stabilitst Wronski-Determinante
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Beweis:

" = AT, lineare Taylor-Approximation ——
F(t+ At) = T(t) + A(t)F(t)At 4+ O((At)?)
und

idetr — im det(I'(t) + A(t)I(t)At) — det ()

O(At
dt At\0 At +O(A1)

Mit I'; den Zeilen von A gilt
Zeile kvon AT : > " ay T
J
entwickle die im Differentialquotienten auftretende Determinante
M+ At Zj ayl;
F+ATAt = [ T2+ At af;

~ Stabilitst Wronski-Determinante
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beriicksichtige nur Determinanten mit héchstens einem Faktor At
streiche Determinanten mit zwei linear abhangigen Zeilen
~  vereinfachte Entwicklung der Determinante

M+ At Zj aljrj

det [ To+Atd;al; | = detl+ Atajdetl + Ataypdetl + -

= detl + AtSpur Adetl
=  Differentialgleichung fiir d = det T
d =sd, s=SpurA

Integration  ~»

d(t) = d(to) exp ( /t:s(f) dT)

~ Stabilitst Wronski-Determinante
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Beispiel:

homogene Differentialgleichung

SpurA=3 = (detl') = 3(detl) und
detl = cexp(3t), ¢ =detl(0)

fiir jede Fundamentalmatrix [ (I'" = AI')

z.B. ¢ =1 fir (5 (t-1)exp(2t)
exp(t) (t—1)exp(2t
M) = ( 0 " exp(2t) " )

~ Stabilitst Wronski-Determinante
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Variation der Konstanten

Die Losung des Differentialgleichungssystems
u = A(t)u + b(t)

kann mit Hilfe einer Fundamentalmatrix I'(t) (I’ = Al') ausgedriickt
werden.
Fiir einen beliebigen Vektor c ist

eine Losung des homogenen Systems.
Variation der Konstanten durch den Ansatz u(t) = I'(t)c(t) fiihrt auf

t

u(t) = 1(t) | T (to)Lu(to) + / [(s)~1b(s) ds

to

~ Stabilitst Variation der Konstanten
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Beweis:

Differentiation von u(t):

t

u'(t) = {F’(t) [F(to)lu(to)—i-/r(s)lb(s) ds] +T(t) r(t)lb(t)}

to
I Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung (I"' = Al') —

t

{-} = A@)(r) {F(to)lu(to)-l—/r(s)lb(s) ds] + b(t)

to

= A(t)u(t) + b(t)

(u=Tl+])

Auswerten von u an tg ~»  Anfangsbedingung

~ Stabilitst Variation der Konstanten 64-1




Beispiel:

Anfangswertproblem

=(2 é)u—i—(é), u(0)=<})

Fundamentalmatrix des homogenen Systems:

_( cosh(t?/2) sinh(t?/2)
= ( sinh(£2/2) cosh(£2/2) )

denn

, [ tsinh(t?/2) tcosh(t?/2) \ [0 t
r= < tcosh(t?2/2) tsinh(t?/2) ) _( ) r

~ Stabilitst Variation der Konstanten
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cosh? —sinh? =1 =

_1_ [ cosh(t?/2) —sinh(t?/2)
r= ( —sinh(t2/2)  cosh(t?/2) )

Lésungsformel u(t) = '(t)[(to) tu(to) + ftz F(s)~1b(s)ds] und
Verwendung der Abkiirzungen C = cosh, S =sinh  ~~

o-(SER (DG -/ (5

d.h.

u(t):< 25(t2/2) + C(t2/2) )

S(t?/2) +2C(t%/2) -1

65-2



Eigenlosungen eines Differentialgleichungssystems

Ist v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A, dann ist
u(t) = exp(At)v
eine Losung des homogenen Differentialgleichungssystems
v =Au.

Bei einem komplexen Eigenwert A = o = i sind fiir eine reelle Matrix
Real- und Imaginarteil von u,

exp(ot)(cos(ot) Re v—sin(pt) Imv), exp(ot)(cos(ot)Im v)+sin(ot)Rev),

Losungen.

~ Stabilitst Eigenlésungen eines linearen Differentialgleichungssystems 66-1



Falls eine Basis aus Eigenvektoren vy, ..., v, existiert, d.h., falls A
diagonalisierbar ist,

QAQ =diag(M\1, .., A\n), Q=(v1,...,vn),
dann l3sst sich das Differentialgleichungssystem
v = Au + b(t)
entkoppeln. Mit u = Qd, c = Qb ist
dj = Medx +ck(t), k=1,....n.

Diese skalaren linearen Differentialgleichungen kdnnen explizit gelost
werden:

t

A () = exp(Aet) | exp(—Aeto)di(to) + / sl —s)ade)ds

to

~ Stabilitst Eigenldsungen eines linearen Differentialgleichungssystems
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Beweis:

(i) Eigenlosungen:
Av=JAv =
u(t) = exp(At)v

I6st die homogene Differentialgleichung, denn

u = Nexp(\t) v, Au = exp(\t) Av
Av

komplexer Eigenwert A = o + ip und Eigenvektor v = p + ig
Losungen
Reu(t) = Reexp(ot)(cos(ot) +isin(ot))(p + iq)
= exp(at)(cos(ot)p — sin(ot)q)
Imu(t) = exp(at)(cos(ot)g + sin(ot)p)

N

~ Stabilitst Eigenldsungen eines linearen Differentialgleichungssystems
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(ii) Diagonalisierung:
Substitution von u = Qd im Differentialgleichungssystem  ~~

(Qd)' = A(Qd) + b
(Qd) = Qd’, Multiplikation mit Q™1 ~

d= Q'AQd+c
~—_——
diag(A1,--sAn)
k-te Komponente: skalare lineare Differentialgleichung d} = A\cdi + c(t)

Variation der Konstanten ~-»  angegebene Losungsdarstellung
Probe:

di = Acexp(Ait)[. . ] + exp(Axt) exp(—Akt)ek(t) v
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Beispiel:

lineares Differentialgleichungssystem

i=(33)e+(7) wo=(7)

A b(t)
Eigenwerte und Eigenvektoren A
A =5v=(11) X=1wn=(1-1)
Diagonalisierung @ 1AQ = diag(\1, A2) mit

-1 4)

Substitution d = Qtu  ~~

o= (39)00 5(5) ao-aun- ()
el

c(t)=Q*h(t)

~ Stabilitst — Eigenldsungen eines linearen Differentialgleichungssystems
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Losung des entkoppelten Systems:

o d| =5d; +t/Vv?2, di(0) = v2:

_ : <
di(t) = & \/§+/ e_5s—ds]
() L 0 V2
5t _\/_ Bs S ‘ f Bs 1 d
= e 2+ |—e P —rxr +/ e —= s]
L [ 5\/5]0 0 52
r 5t —5t
_ ot|yme t e N 1 ]
52 252  25V2

51 e 5ttl
252 25V/2

o db=dy—t/\/2, da(0) = O:

wo - o [or( )

~ Stabilitst Eigenlésungen eines linearen Differentialgleichungssystems 68-2



Riicktransformation  ~

- 1 [ di(t) + do(t)
u(t) = Qd(t)= 2 < di(t) - dz(t) )

_ 1 [ 5le’ — 25e" 4 20t + 24
50 \ 51et + 25et — 30t — 26

sl (1) 1,( 1 1 [ 10t+12
~ 50° (1) 2° (—1>+25(—15t—13)

~/

up up

Probe:

u(0)=(1,1)* Vv

up besteht aus Eigenlosungen v/

up erfiillt die Differentialgleichung uj, = Aup, + (0, t)":

110 \_ (321 10e+12 ) (0)
o5\ =15 )\ 2 3 /o5 \ —15t—13 t

~ Stabilitst Eigenldsungen eines linearen Differentialgleichungssystems
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Jordan-Form eines linearen Differentialgleichungssystems

Das Differentialgleichungssystem
v =Au+b(t), u=(uv1,...,u,)",

kann durch Transformation auf Jordan-Form, A — J = Q 1AQ, gelost
werden.
Mit u=Qv, c= Qb folgt

vl = Apva+ cp(t)
Vr,,,l = An—1Va-1+ 0nVa + Cn—l(t)
vi = Avi+oow+alt),

wobei A, die Eigenwerte von A (bzw. Diagonalelemente von J) sind und
ok € {0,1}. Diese skalaren linearen Differentialgleichungen fiir v, lassen
sich sukzessive fiir k = n, ..., 1 |6sen.

~ Stabilitst Jordan-Form eines linearen Differentialgleichungssystems 69-1




Beispiel:

Anfangswertproblem

7 12 -3 1
= -1 14 -1 |u, u0)=|[1
-1 4 9 1
A
Transformation
-3 0 -1
u=| -1 0 O v
-1 1 1
Q
~»  Jordan-Form
10 1 0 -1
V= 010 0 |v, v(0) = Qtu(0)=[ —2
0 0 10 2
J=Q1AQ

~ Stabilitit

Jordan-Form eines linearen Differentialgleichungssystems
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Losungen der letzten beiden Differentialgleichungen
vz = 2exp(10t), v, = —2exp(10t)
Einsetzen in die erste Differentialgleichung  ~
v = 10v; — 2exp(10t) , vi(0) = -1,

d.h.
vi = —2texp(10t) — exp(10t)

Riicktransformation  ~~

—3vi — w3 6t+1
u(t) = Qv(t) = - = 2t+1 | &
—Vvi+w+wv3 2t +1

~ Stabilitst Jordan-Form eines linearen Differentialgleichungssystems
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Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme

Ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem mit konstanten
Koeffizienten

v=Au, u=(u1,...,up)",
ist
@ stabil, wenn
lim |u(t)] =0
t—00

fiir alle Anfangswerte u(0);

@ neutral stabil, wenn jede Lésung u(t) fiir alle t > 0 beschrankt bleibt

und es Startwerte u(0) gibt, fiir die u(t) nicht gegen 0 konvergiert;

@ instabil, wenn

Jim u(t)] = oo

fiir einen Anfangswert u(0).

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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Stabilitat Iasst sich mit Hilfe der Eigenwerte A von A charakterisieren.
Notwendig und hinreichend ist, dass Re A < 0 fiir alle Eigenwerte. Existiert
hingegen ein Eigenwert mit Re A\ > 0, so ist das System instabil.

~ Stabilitst — Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme 71-2




Beispiel:

zweidimensionales System

Eigenwerte AL = a £
Relf =« —

o stabil fiir « <0

@ instabil fir « > 0
a=0:

r /I
uy = ua, U, = —u
ui(t) = acost+ bsint, up(t) = —asint+ bcost

beschrinkte Losungen = =  neutrale Stabilitat

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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Klassifizierung reeller zweidimensionaler linearer
Differentialgleichungssysteme

Das qualitative Verhalten der Losungen des Differentialgleichungssystems
v=Au, u=(u1, ),

mit A einer reellen 2 x 2-Matrix lasst sich anhand der Jordan-Form

A _
J:(O Z):o 14Q,  se{0,1},

von A klassifizieren (v= Qv = v/ = Jv).
Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils den Verlauf typischer
Losungskurven.

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme 73-1




@ Instabiler Sattel: Ao < 0

e
/a

Uz

Stabilitat = — Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme




@ Knoten: \p >0, \,0eR

Uz

Y
A

Uy

stabil, A\, 0 <0

Uz

Uy

instabil, A\, 0 >0

~ Stabilitit

Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme
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Existiert keine Basis aus Eigenvektoren von A (s = 1), so spricht man von
einem entarteten Knoten.

Ua T -t Ug

Uy Uy

stabil, A <0 instabil, A > 0

“Stabilitat Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme 73-4




@ Spirale: A\ =r+iw=p, rw#0

Uz

Uz

Uy

stabil, r <0

Uy

instabil, r > 0

“Stabilitat

Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme
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@ Zentrum: A =iw =9, w #0

Uz

“Stabilitat — Stabilitdt linearer Differentialgleichungssysteme




Zusatzlich gibt es noch degenerierte Fille, bei denen ein Eigenwert null ist.

Uz U U 0—0—o—0—0—9

Uy Uy uy

A=00<0 A=0,0>0 A=0,0=0s=1

In jedem dieser Fille hat das Differentialgleichungssystem Ruhepunkte
entlang der gesamten v;-Achse.
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Beweis:

Differentialgleichungssystem in Jordan-Form

v'=<)\ s)v o vi = Avi +sw
0 o Vo = 0V2

—_———
J

(A) s=0:
allgemeine Losung

v = ae™, v = Be? mita,feER

B)s=1(= A=)
allgemeine Losung

vi = (a+ Bt)e”, v =BeM mita,fER

~ Stabilitst Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme
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Verschiedene Fille

(i) Ao < 0:

= X # p, beide Eigenwerte reell (Produkt komplex konjugierter
Eigenwerte positiv), und s =0

ein Eigenwert positiv

= limisoo [V(E)| = 0

= instabil

(i) Ao >0, A, o reell:

entweder beide Eigenwerte positiv oder negativ;

entsprechend gilt lims_, |v(t)| = 0o oder 0
— instabil oder stabil

Die Aussage gilt auch im degenerierten Fall A = g, s = 1 aufgrund der
Form (B) der allgemeinen Lésung.

limteM =0 fir\<0
t—0

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme

74-2



(i) A\ =r+iw=7p, rw#0:

allgemeine Losung
aeiwt
(o) = (o)

——
p(t)

p(t) beschrainkt == Vorzeichen von r entscheidet Stabilitdtstyp
reelle Losung spiralformig

u(t) = e (aRe(£e?) + bIm(ge'*?))

mit a, b € R und £ dem (komplexen) Eigenvektor zu A = r + iw

(V) A=iw=0#0:
analog zu (iii), Losungen beschrankt und periodisch (Ellipsen)

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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(v-a) A=0, 0 #0:
allgemeine Lésung (s = 0)

0= ()

0 < 0: |v(t)| fiir t — oo beschrankt == neutral stabil
0> 0: |v(t)| fiir t — oo unbeschrankt = instabil

(vb)A=0=p, s=1
-5

allgemeine Losung

instabil

~ Stabilitst Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme
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Stabilitatsdiagramm

Fiir ein zweidimensionales Differentialgleichungssystem
/ t
u =Au, u=(u,w),

lasst sich Stabilitdt mit Hilfe der Determinante und Spur der Matrix A
charakterisieren. Notwendig und hinreichend fiir Stabilitat ist

det A >0, SpurA<DO0.

Die Parabel

2
det A = (Sp;rA> A=

trennt die qualitativ verschiedenen Fille Spirale und Knoten.
Bei dem Grenzfall A = g handelt es sich um einen (gegebenenfalls
entarteten) Knoten.

~ Stabilitst Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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det A

stabile Spirale

=

neutrales

stabiler Knoten

A 0<0

A
instabile Spirale
i
Zentrum

instabiler Knoten

A 0>0

instabiler

» Spur A

Sattel

Stabilitat

Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme
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Beweis:

A, o Eigenwerte von A —
detA=MXo, SpurA=A+p
o \,o€eR:
Stabilitdt, d.h. \,p <0 <
detA>0 A SpurA<O
e A=r+4uwi g=r—wi
detA=r?>+w?>0, SpurA=2r
~>  gleiches Kriterium fiir Stabilitat

Ubergang von komplexen zu reellen Eigenwerten <  w — 0, d.h.

Spur A 2
2

A=p0o < detA:(

(abgebildete Parabel = Knoten mit doppeltem Eigenwert)

~ Stabilitit Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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Beispiel:
Stabilitdt des Differentialgleichungssystems
u = 0 2 u
T\ -1«
—_—
A

in Abhangigkeit von dem reellen Parameter «

Charakterisierung mit Hilfe von

detA=2, SpurA=aq«

~ Stabilitst — Stabilitat linearer Differentialgleichungssysteme
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(i) a<o:
stabil
o Knoten:
2 =det A < (SpurA/2)? = (a/2)?,
dh. a< =22
@ Spirale:
det A > (Spur A/2)?,

dh. —2v2<a<0

(i) a=0:
neutrales Zentrum, Eigenwerte +iv?2
(i) a>0:
instabil

@ Spirale:

0<a<2V?2
@ Knoten:
2V/2 <«

~ Stabilitst Stabilitdt linearer Differentialgleichungssysteme
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stabiler Knoten stabile Spirale neutrales Zentrum

Uz ( Uz
.
Uy U1 Uy
instabile Spirale instabiler Knoten
U2 Uz [
Uy Uy

A

Eigenldungen u = ve’" zu reellen Eigenwerten fett

“Stabilitat — Stabilitét linearer Differentialgleichungssysteme




Kritische Punkte eines autonomen
Differentialgleichungssystems

Fiir eine autonome Differentialgleichung
/ t
o' =f(u), uv=(u,...,upn)",

bezeichnet man eine Nullstelle u, von f als kritischen Punkt.
Sie entspricht einer konstanten Lésung (u(t) = uy).

In einer Umgebung von u, hat die Linearisierung die Form eines
homogenen linearen Systems

v = f(uy)v

mit v(t) = u(t) — ux und ' der Jacobi-Matrix von f.

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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Stabilitat nichtlinearer Differentialgleichungssysteme

Ein kritischer Punkt u, eines autonomen Differentialgleichungssystems

(f(usx) = 0) ist stabil, wenn alle Eigenwerte von A = f’(u,) negativen
Realteil haben.
Es gibt dann eine Umgebung D von u,, so dass
(g3, 1) = o
fiir alle Anfangswerte u(0) € D.

Die Typeneinteilung (stabiler Knoten oder Spirale) erfolgt analog zu der
des approximierenden linearen Differentialgleichungssystems

vVi=Av, v(t) = u(t) — us.

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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Beispiel:

Die Auslenkung eines gedampften Pendels wird durch die
Differentialgleichung
V' = —sind — r

mit einem Reibungskoeffizienten r > 0 beschrieben.

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme 80-1



Standardform mit u = (9, 9')*

i
uy _ U
up —sinup — rup

~  kritische Punkte (jm,0)t, j € Z
(2k7,0)": tiefste Position des Pendels (stabil)
((2k + 1)m,0)

hochste Position des Pendels (instabil)
rechnerische Bestatigung:

~\ —cosuy —r

Spurf' = —r <0, detf =cosu

up =2kr = detf’=1>0, d.h. Stabilitat
v =2k+1)r = detf'=-1<0, d.h. Eigenwerte der
Jacobi-Matrix mit verschiedenem Vorzeichen (instabiler Sattel)

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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V= —sindg — '

2F
1
9 0 . . .
1t
-2t . . . . . )
- 0 T 2m 3T 4am 5

Typ der stabilen kritischen Punkte

£ 2 2
Spirale: 1 = det f’ > (Sp%> - &S r<?

4
Knoten: r > 2

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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Beispiel:

Das Wachstum zweier konkurrierender Spezies kann durch die
Differentialgleichungen

v = u(l-au-—pBv),

vVio= v(l—~u-—ov)

mit Parametern o, 5,7, o und «, 0 > 0 beschrieben werden.
Der kritische Punkt (us, vi) mit us, v, > 0 erfiillt

1—au, —Bv, =

1 —vyu, — ovs

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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Stabilitatsanalyse mit Hilfe der Jacobi-Matrix

, _ 1—2au— v —fBu
o) = < —yv 1—~yu—2pv

_ —au, —Puy
B —YVe  —OV4

Spur und Determinante

(u*vv*)

Spur f'(us, vi) = —au, —ovi <0
det f'(ue, vi) = (o — By)us

(us, vi) stabil genau dann wenn ap — 5y >0

~ Stabilitst Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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(i) Gleiche Ressourcen (3, > 0):

/8

1/o

1/ 1/~

U,

stabiler kritischer Punkt fiir « > v und 8 < o

~ Stabilitst — Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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1/~ 1/

11

instabiler kritischer Punkt fiir « <y und 8 > o

~ Stabilitst — Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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(iii) Gegenseitige Hilfe (8,7 < 0)

1/'a

U,

stabiler kritischer Punkt fiir ap > 5

~ Stabilitst — Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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(iv) Raubtier-Beute (v < 0):

l/a .

6>0,vy<0 = vlebtvonu
stabiler kritischer Punkt

~ Stabilitst — Stabilitdt nichtlinearer Differentialgleichungssysteme
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Laplace-Transformation

Ist u(t)exp(—at) auf [0, 00) absolut integrierbar, so existiert das Integral

o0

U(s) = / u(t) exp(—st) dt

0

fiir Res > a und wird als Laplace-Transformation bezeichnet: U = Lu.

Der Operator L : u+> U = Lu ist linear und injektiv, d.h.
L(u+v)=Lu+Lv, L(Au)=AILlu

und
Lu=0 — u=~0.
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Inverse Laplace-Transformation

Ist u(t)exp(—at) auf [0, 00) absolut integrierbar, so kann die inverse
Laplace-Transformation U = Lu > u durch

1 b+-ico
u(t) = 5 / U(s)exp(st)ds, b>a,
b—ioco

berechnet werden.

Laplace-Transformation Laplace-Transformation
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Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen

Fiir die Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen gilt

n!

o Re(s) > Re(a).

u(t) = t"exp(at) £, U(s) =

Mit a = X + iw erhdlt man insbesondere die Laplace-Transformation von
trigonometrischen Funktionen:

£ s—A
EXp(At) cos(wt) — m
. L w
exp()\t) sm(wt) — m 0
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Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen

Fiir die Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen gilt

n!

o Re(s) > Re(a).

u(t) = t"exp(at) £, U(s) =

Mit a = X + iw erhdlt man insbesondere die Laplace-Transformation von
trigonometrischen Funktionen:

£ s—A
EXp(At) cos(wt) — m
. L w
exp()\t) sm(wt) — m 0
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Beweis:

Un(s) = [ t"exp(—(s — a)t) dt

partielle Integration ~ ~~

Un(s) = —/nt”_l (-S e a) exp(—(s — a)t) dt = " Uy 1(s)
0
= (s j!a)n UO(S)
mit -
Uo(s) = /exp(—(s— 2)t) dt = sia
0
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fir a =\ + iw,

1 (=) Hiw
s—A—iw  (s—A)2+w?

u(t) = exp(at) - U(s) =

Bilden von Real- und Imaginarteil
~  Laplace-Transformation der trigonometrischen Funktionen

Laplace-Transformation Laplace-Transformation von Exponentialfunktionen 86-2



Beispiel:

[llustration der Transformationsregel fiir die Grundfunktionen

t"e®, e cos(wt), e sin(wt)
anhand einiger Beispiele
u(t) U(s)
2t3 -1 % .
s s
et —5) (5—14)2_554
, 6
25sin(3t) cos(3t) 2136
s+1
et cos(7t) (S‘f‘l)ﬁ
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Verschiebung und Skalierung bei Laplace-Transformation

Bezeichnet man, wie in der Abbildung illustriert, mit u(- — a) die um a
nach rechts verschobene Funktion, so gilt fiir die Laplace-Transformation

u(t —a) =5 exp(—as)U(s).

u(t) u(t —a)

a>0

Umgekehrt ist
exp(at)u(t) - U(s—a).

Laplace-Transformation Verschiebung und Skalierung bei Laplace-Transformation
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Fiir die Laplace-Transformation einer skalierten Funktion gilt

u(at) £y g1 U(s/a).

Laplace-Transformation Verschiebung und Skalierung bei Laplace-Transformation



Beweis:

(i) Verschiebung:
/ u(t — 2) exp(—st) dt = / u(r) exp(—s(r + a)) dr
0 —a

u(t)=0firt <0 == Transformationsregel

(ii) Multiplikation mit einer Exponentialfunktion:

/ exp(at)u(t) exp(—st) ds = / u(t) exp(—(s — a)t) ds = U(s — )
0 0

(iii) Skalierung:
Substitution 7 = at, dt = a_'d7 und —st = —(s/a)T ~» Behauptung
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Beispiel:

Fir 0 <t <1 wird die links abgebildete Funktion durch

i ) firx >0
()= -0y K= {5

A X

beschrieben, wie rechts in der Abbildung illustriert ist.
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Laplace-Transformation nach der Verschiebungsregel:

_exp(—s)  exp(—s) _1- exp(—s) — sexp(—s)
s? s s?

1
U()(S) = ?

Regel fiir die Laplace-Transformation 1-periodischer Funktionen
~»  Transformation der Sagezahnfunktion

Uo(s) 1 exp(=s)
1—exp(—s) s?2 s(1—exp(—s))
1— (14 s)exp(—s)

s?(1 — exp(—s))

U(s) =
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Beispiel:

Laplace-Transformation des Standardimpulses (links)

1 —st71 _ aA—S
U(s) =/ e Stdt = [—e } _1lze
0

s 1o s
u u u

1.‘_ 1.‘_ 1 —_—
—_—— —— t
0 1 0 d a

Skalierung v(t) = u(t/d) ~

1—e % 1—e %

ds S

V(s)=d
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Verschiebung w(t) = v(t —a) mitd=b—a
~»  Laplace-Transformierte der allgemeinen Impulsfunktion (rechts)

_as 1—e (=35 exp(—as) — exp(—bs)

W(s)=e < <

Ubereinstimmung mit der direkten Berechnung

W(s) = /b e tdt = -
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Laplace-Transformation periodischer Funktionen

Ist u eine T-periodische Funktion, d.h. u(t) = u(t+ T), so folgt fiir die
Laplace-Transformierte

Ji exp(—st)u(t) dt

Uls) = 1 —exp(—Ts)

Laplace-Transformation Laplace-Transformation periodischer Funktionen
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Beweis:

 U+)T
U(s) = /u(t) exp(—st) dt = Z / t) exp(—st) dt
= 7

-

l

Periodizitat von u —
T

0

-
lj = /u(t) exp(—s(t+jT)) dt = exp(—jTs) / u(t) exp(—st) dt
0

Formel fiir die geometrische Reihe ~ ~

U(s) =1lo Y _exp(—jTs) = 1= exp(—T5)
j=0

Laplace-Transformation Laplace-Transformation periodischer Funktionen
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Beispiel:

Laplace-Transformation des Einheitsimpulses u:

1 —exp(—s)
s

exp(—st) dt =

O\H

2-periodische Fortsetzung
~ U(s) 1
U pr— pr—
(s) 1 —exp(—2s) s(1+ exp(—s))

Laplace-Transformation Laplace-Transformation periodischer Funktionen




Differentiation und Laplace-Transformation

Fiir die Laplace-Transformation von Ableitungen gelten die
Transformationsregeln

U(t) 5 sU(s) — u(0),
tu(t) = —U(s).

Fiir hohere Ableitungen gilt entsprechend

uM(t) £ s"U(s) — s"1u(0) — s" 20/ (0) — - - - — u(=1)(0),
tu(t) S (—1)"U)(s).

Laplace-Transformation Differentiation und Integration bei Laplace-Transformation
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Die Laplace-Transformation der Stammfunktion

t

v(t)=/u(r) dr

0

ist V(s) = U(s)/s.

Laplace-Transformation Differentiation und Integration bei Laplace-Transformation



Beweis:

(i) Differentiation:

o () L / d(8)e dt = [u(t)e ]2 / u(t)(—s)e—*t dt
0 0

6°=—u(0) ~» behauptete Formel
Multiplikation:

[ ]
(ii)

tu(t) - / u(t)te st dt = —% / u(t)e™*t dt
0 0

mehrfache Anwendung der Formeln
~>  Formeln fiir hohere Ableitungen und Potenzen
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(iii) Integration:
V(t) =5 sV(s) — v(0) = sV(s)
~>  behauptete Formel fiir V, da
/ c
vi=u, u(t) = U(s)

also U(s) = sV/(s)

Laplace-Transformation Differentiation und Integration bei Laplace-Transformation
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Faltung und Laplace-Transformation

Fiir die Laplace-Transformation der Faltung zweier Funktionen

t

(uxv)(t) = / v(t —r)u(r)dr

0

gilt
L(uxv)=(Lu)(Lv).
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Beweis:

Vertauschen der Integrationsgrenzen — ~~

(uxv)(t) £, //v(t—r)u(r)exp(—st)drdt
0 0

= 7 7v(t — r)u(r)exp(—s(t — r)) exp(—sr) dt dr

0
0o

= //v(r r) exp(—sT7) exp(—sr) dT dr
= U(s)V(s)
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Beispiel:
Laplace-Transformation der Faltung von u = exp(at) und v = exp(bt)

(u*v)(t)éU(S)V(S):siasib:aib<sia_5ib>

inverse Laplace-Transformation = ~~

(uxv)(t) = eXP(atz : ZXp(bt)

Ubereinstimmung mit der direkten Berechnung:

(w5 v)(t) = /Ot exp(a(t — r)) exp(br) dr

_ exp(bt) — exp(at)
b—a
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Beispiel:

Mit Hilfe der abgebildeten B-Splines b; kann eine Basis fiir die stiickweisen

Polynome vom Grad < j gebildet werden.

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Laplace-Transformation Faltung bei Laplace-Transformation

bo

by

bo
b
3 by
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rekursive Definition durch Faltung ausgehend von der charakteristischen
Funktion by des Intervalls [0, 1]:

t 1
bis1(£) = (b % bo)(t) = /bj(t— FYbo(r) dr:/bj(t—r) dr
0 0
denn bj(s) =0firs=t—r <0
Laplace-Transformation der B-Splines:

1— _
b(e) £ 17

r 1 exp(—s) Jj+1 _+1) Jj+1
b(t) = (——— =s ;)ck exp(—ks)

- ()

Laplace-Transformation Faltung bei Laplace-Transformation 100-2
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Riicktransformation mit Hilfe der Verschiebungsregel — ~~
ity '
bj(t) = chj_!(t — kY,
k=0
mit den sogenannten abgebrochenen Potenzen

i 0 : t<k
(t_k)JJr:{(t—k)f L t>k
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Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung

Die Laplace-Transformierte der Lésung u des Anfangswertproblems
U+ pu=~F(t), u(0)=a

ist
U(s) = (F(s)+a).

Die Lésung kann also durch Faltung mit der inversen Transformation
©(t) = exp(—pt) von ®(s) = (s + p)~! berechnet werden,

s+p

u= ap +oxf,
~— M~
up Up

bzw. durch direkte Riicktransformation von U(s).

v

Laplace-Transformation Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
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Beweis:

Laplace-Transformation der Differentialgleichung

sU(s) — a+ pU(s) = F(s) —s U(s) = ﬁ(F(s) +2)

Darstellung von u durch inverse Laplace-Transformation

o(t) = exp(—pt) > d(s) = 1/(s + p)

—
F -1
() £, p*f
s+p
a L1 3
s+p 4
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Beispiel:

Anfangswertproblem
v —u=exp(t), u(0)=0

Laplace-Transformation =~
1
SU(S) — U(O) — U(S) = S——]_
und nach Auflésen nach U
1 d 1

:(5—1)2 T T dss—1

U(s)

Formel fiir die inverse Transformation einer abgeleiteten Funktion

d
—— — Multiplikation mit t
ds

u(t) = texp(t)
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Beispiel:
Anfangswertproblem
v —3u=texp(2t), u(0)=a

Laplace-Transformation  ~-

1 1 1
sU(s)—a—3U(s):W & U(s):s_3((s_2)2+a>

Partialbruchzerlegung von U

a+1 1 1

U(S):s—3 s—2 (s—=2)?

inverse Laplace-Transformation der elementaren Terme  ~»

u(t) = (a+ 1) exp(3t) — exp(2t) — texp(2t)
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Beispiel:

Anfangswertproblem
v +u=cos(2t), u(0)=3

Laplace-Transformation  ~

SU(s)—3+U(s) = —"— o  U(s)= — < s +3>

5244 s+1\s2+4

Riicktransformation der elementaren Terme

1 o -1
os)= 7 el =e, W(s):ﬁ E5 (t) = cos(2t)

-1
Faltungsregel oW £ @p*x1 ~» inverse Laplace-Transformation
t

u(t) = 3e_t+/e_(t_’)cos(2r)dr
0
14 1 2 .
= —exp(—t)+ = cos(2t) + — sin(2t)
5 5 5
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Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Die Laplace-Transformierte der Lésung u des Anfangswertproblems
'+ pu +qu=~F(t), u(0)=a, J/(0)=b
ist
1
s2+ps+q
Die Lésung kann also durch Faltung berechnet werden,

U(s) = (F(s)+as+ap+b) .

u=ap +(ap+b)o+oxf,
:l; Up

bzw. durch direkte Riicktransformation von U(s).

Laplace-Transformation Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung
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Bezeichnen X\ und o die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
d~1(s) = 5% + ps + g, so gilt

At ot

e e
— AF# o0
o()={ A—eo #
teM A=op
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Beweis:

Laplace-Transformation der Differentialgleichung
s2U(s) — su(0) — '(0) + p(sU(s) — u(0) + qU(s) = F(s)

u(0)=a, u/(0)=b ~» Formel fir U
() Ao

Partialbruchzerlegung

¢(s)=(S_/\)l(s_g):,\ig<si)\_sig>

et — g0t

A—op

= p(t) =
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Riicktransformation der einzelnen Terme mit Hilfe der Faltungsregel,
Transformation einer Ableitung und Linearitdt ~~

O(s) F(s) — (pxf)(t)
d(s)as — a'(t), dap(0)=0
&(s)(ap+b) — (ap + b)p(t)

At _ ot |, - __teot
. € €%" I'Hospital . te
o(t) = lim ——— ™ im = teM
0—A A — 0 o= —1

Riicktransformation analog
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Beispiel:
Anfangswertproblem
' =30 +2u=1, u(0)=0, J(0)=1

Laplace-Transformation  ~»

Partialbruchzerlegung

inverse Laplace-Transformation der elementaren Terme  ~~
3 1
u(t) = > exp(2t) — 2exp(t) + 5
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Beispiel:
Anfangswertproblem
u" +2u +5u=exp(—3t), u(0)=0, J/(0)=0

Laplace-Transformation  ~»

B 1 1
T 242545 s+3

U(s)

Partialbruchzerlegung

11 1 s+1 12
U(s) = = _ 2
()= 8533 86124 81714

inverse Laplace-Transformation der elementaren Terme  ~~

u(t) = %exp(—st)-%exp(—f)coqzt)+-%exp(—t)gn(zo
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Beispiel:
Es soll das Anfangswertproblem

'+u=Ff, u0)=d(0)=0

0 T 2m 3w 4m 5w 6w Tm 8w
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Laplace-Transformation  ~-

< 1
Uls) = 57 F(s)
——
®(s)
©(t) = sint, Faltungsregel ~~
t
u(t):/sin(t—s)f(s) ds
0

Fallunterscheidung aufgrund der stiickweisen Definition von f
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(i) te2tm (204 1)

-1 (2k+1)m t
u(t) = Z / sin(t — s)ds + /sin(t—s)ds
k=0 ojr 20
-1
= Z(cos(t —m) —cost)+ (1 — cost)
:o
= 1—(20+1)cost
denn cos(t — ) = —cos t
(i) te[(20+41)m, (20 +2)n]:
Ersetzen von [, ... durch f22£+1)7r e

u(t) = —(2¢ +2)cost

lineares Wachstum der Lésung wie im Resonanzfall

Laplace-Transformation Laplace-Transformation linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung 110-3
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