Kartesisches Koordinatensystem
|
Ein raumliches kartesisches Koordinatensystem besteht aus 3 sich in einem
als Ursprung bezeichneten Punkt O senkrecht schneidenden Zahlengeraden
(Achsen), deren Orientierung gemaB der in der Abbildung
veranschaulichten ,, Rechten-Hand-Regel” gewahlt ist.

z3-Achse Mittelfinger
A A
T3
? 1
' 0
x1-Achse T9-Achse  Daumen Zeigefinger
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Ein Punkt X wird durch seine als Koordinaten x; bezeichneten Werte der
Projektionen auf die Achsen festgelegt:

X = (X17X27X3) .

Verwendet man keine Indexschreibweise, so bezeichnet man die
Koordinaten iiblicherweise mit (x, y, z) und die Zahlenachsen als x-, y-
und z-Achse.

Analog definiert man ein ebenenes kartesisches Koordinatensystem.
|
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Beispiel
|

10 20 30 y 40

Grafik-Fenster:
Objekte in Pixel-Koordinaten, 10}
meist bezogen auf die linke

obere Bildecke, z.B. 204
(x,y) = (35,35)
30+
fiir den Mittelpunkt des Krei- T
ses in der Abbildung 401

Kugelkoordinaten
|

Ein Punkt P = (x,y,z) kann
durch seinen Abstand r = |OP|
zum Ursprung, den Winkel ¥ €
[0, 7] zwischen OP und der z-
Achse und den Winkel ¢ zwischen
der x-Achse und der Projektion
von OP auf die xy-Ebene darge-
stellt werden.

Der Winkel ¢ der Kugelkoordinaten (r, 4, ) ist nur bis auf ein Vielfaches
von 27 bestimmt. Als Standardbereich wird meist ¢ € (—m, 7] vereinbart.

Fiir x =y = 0 (Punkt auf der z-Achse) ist ¢ beliebig und, falls ebenfalls
z =0, so auch 9. In diesen Fillen kann Null als kanonischer Wert gewahlt
werden.

T h— 4/1



Es gilt
X =rsinvcosp, y=rsindsiny, z=rcosv

bzw. fiir (x,y) # (0,0)

r=+/x2+y2+2z2 0 =arccos(z/\/x2+ y? + z2), ¢ = arctan(y/x),

wobei je nach Vorzeichen von x und y ein geeigneter Zweig des
Arcustangens zu wahlen ist, d.h. gegebenenfalls =7 zu addieren ist. Mit
dem Hauptzweig-Winkel ¢y = arctan(y/x) € (—n/2,7/2) gilt bei Wahl
des Standardbereichs fiir ¢

(

OH, fir x > 0,
) sign(y)m/2, firx=0Ay#0,
S0_<c,0/_,—|—7r, firx <0Ay >0,
| pH — T, firx <0Ay<O.

|
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Beispiel

Kugelkoordinaten (r,, ) der Eck-
punkte

(17 ]-7 1)7 P2 — (17 _17 _1)7
(—1,1,-1), Pp=(-1,—-1,1)

P1
'D3 )
eines regelmaBigen Tetraeders mit
Kantenlinge 2v/2 und Schwerpunkt

O



o P, (x,y,z)=(1,1,1):
(i) r=v12+12+12=/3
(ii) ¥ = arccos(z/r) = arccos(1/+/3) = 0.9553
(iii) Parallelitit der Projektion von OP auf die xy-Ebene zur ersten
Winkelhalbierenden — ¢ =7/4
rechnerisch: ¢y = arctan(x/y) = arctan(1/1) = 7 /4 und da
x =1 > 0 ist keine Korrektur (Addition von ) notwendig, d.h.

Y = PH

Analoge Berechnungen fiir die anderen Punkte:

o P,=(1,-1,-1) = (V3,7 —¢,—7/4)
o P3=(-1,1,-1) = (V3,7 — ¢,37/4)
o Py =(—1,-1,1) — (\/3,%, —31/4)
mit ¢ = arccos(1/v/3)
benutzt: arccos(—1/+/3) = 7 — ¢ aufgrund der Antisymmetrie des Kosinus
bzgl. 7/2
cos(¢) = — cos(m — )
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Beispiel

Langen- und Breitengrade auf der Erdkugel: Kugelkoordinaten (r, 4, ¢) mit
anderen Winkelbereichen




Ostliche Lange  0°-180° | ¢ =0..

westliche Lange 0°-180° | ¢ =0...—7
V=
V=

nordliche Breite 0° — 90°
siidliche Breite  0° — 90°

9/1

S

Aquator (Breite 0°) und nullter Lingenkreis fett

Nordpol: 90° n. Br., Siidpol: 90° s. Br.

Langen- und Breitenkreise fiir Stuttgart: 9° 6. L., 49° n. Br.
9 1 90 — 49 41

o=—n"=—", U= 7

180 180"
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Zylinderkoordinaten

Ein Punkt P = (x,y,z) kann durch
den Winkel ¢ zwischen der x-Achse
und der Projektion von OP auf die xy-
Ebene, die Lange o der Projektion und
die z-Koordinate dargestellt werden.

Der Winkel ¢ der Zylinderkoordinaten (g, ¢, z) ist nur bis auf ein
Vielfaches von 27 bestimmt. Als Standardbereich wird meist ¢ € (—m, 7]
vereinbart.

Fiir x =y = 0 (Punkt auf der z-Achse) ist ¢ beliebig; als kanonischer
Wert kann Null gewahlt werden.

I A 11 /1
Es gilt

X =0pCOSp, y=opSinp, z=2

bzw. fiir (x,y) # (0,0)
0=Vx?>+y? ¢ =arctan(y/x), z=z,

wobei je nach Vorzeichen von x und y ein geeigneter Zweig des
Arcustangens zu wahlen ist. Mit dem Hauptzweig-Winkel
wH = arctan(y/x) € (—n/2,7/2) gilt bei Wahl des Standardbereichs fiir ¢

"

OH, fir x > 0,

o= sign(y)m/2, firx=0Ay#0
YH + T, firx <0Ay >0,
|pH — T, firx <0Ay <O.
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Beispiel

Zylinder- und Kugelkoordinaten,

(Q,SO,Z) bzw. (f,l?, 90) ’

des Punkts

P=(x,y,z) = (-1, V3, 2)

L

IS 4 131

@ Abstiande vom Ursprung:

o = |0Q|=+vx2+y2=1+3=2,
r = |OP|=vx2+y24+22=V1+3+4=2V2

@ Winkel mit der x-Achse:

2
@ = arctan(y/x) +m = arctan(—\f3) + 7= _g L= gﬂ

(Addition von 7 zum Winkel ¢y = arctan(y/x) € (—7/2,7/2) des
Hauptzweigs des Arkustangens wegen x < 0 und y > 0)

@ Winkel mit der z-Achse:

¥ = arccos(z/r) = arccos(1/v/2) = %
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alternative Winkelbestimmung:

X = (x,0,0), O, Q bilden die Halfte eines gleichseitigen Dreiecks
—

X,0,Q)=7n/3, ¢o=7m—n/3=2n/3
Z =1(0,0,z), O, P bilden ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck
—
v=<(Z,0,P)=n/4

I A 15 / 1
Translation eines kartesischen Koordinatensystems
|
Bei einer Verschiebung des Ursprungs O nach O’ = (p1, p2, p3) andern

sich bei gleichbleibender Richtung der Achsen die Koordinaten eines
Punktes X = (x1, x2, x3) gemaB

X"=(x1 — p1,x2 — p2,x3 — p3).
In der Abbildung ist die entsprechende Transformation fiir ein
Koordinatensystem in der Ebene illustriert.

A
A / X = X'
ot Lo [ ¢
i d ? -
D2 Oli "
E .
O b1 T
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Beispiel
|
ebene gleichférmige Bewegung

(x(t), y(t)) = (p+ at, g+ bt), t>0,

betrachtet aus einem in x-Richtung mit Geschwindigkeit v fahrenden Zug
|
Anderung der Koordinaten:

X':x—vt, y’:y

~» andere beobachtete Geschwindigkeit

. 17 /1
Y Y
A A t=1 A t=1
///
/
t::O t::O /
2 - L --- |

transformierte Koordinaten eines Objekts, das sich in einer Zeiteinheit von
P = (1,1) nach Q = (4,3) bewegt (a =3, b=2) fiir v =2

P'=(1,1), Q=(4-2,3-0)=(2,3)
tatsachliche und beobachtete Geschwindigkeit
v = PG =\/(4-1P+(3-17 =13
—
w = IPQI=/2-12+3-1)2=5

S YE



Rotation der Ebenen eines kartesischen Koordinatensystems

Bei einer Drehung der xy-Ebene um die z-Achse mit dem Winkel ¢
transformieren sich die Koordinaten eines Punktes P = (p1, p2, p3) gemaB

p1 =cosppr + sinppy, py=—sinpp + cosppa, pP3=ps3.

<
—

L d
-
\ -
L
\ ’/ SO

b1

Analoge Formeln erhdlt man fiir Drehungen der yz- und zx-Ebene.

I 4@ 19 /1
Beweis
, Yy
y A
X P
<(0,5,R) =<(P,S,Q)=7/2—¢ ‘P —1,
fr— \ /,x’/ ‘\‘
\ N
Kongruenz der Dreiecke A(O, S, R) M1 Qg T
und A(vav Q) " ' ,€ “pl
\ _ ,\
Moo VR
be . > T
o P1

erstes Dreieck:

|0S| = p1/cos, |RS| = pitany = prsinp/ cosg

zweites Dreieck:

po = cosp|PS|=cosp(p2— |RS|) = cospp, —sinppy
p, = [0S|+SQ| = p1/ cos +sine (p2 — [RS))
1 —sin®yp

= —————— p1+sinppr =cospp; + sinp po
Cos

S Y



Beispiel
|
Bahnkurven von geradlinigen und kreisformigen Bewegungen (links)

G: (x,y)=(1,2+t/n),
K: (x,y)=(1+ cos(t), 2+ sin(t))

beobachtet in einem mit Winkelgeschwindigkeit w = 1 rotierenden
Bezugssystem (rechts)

/

Y

y +
\ |
\
o)
\ ’
\ /,uﬂ;\ - ——-P'.’I?/
1

Transformation

21 /1
/ —

x’:cx—i—sy, Yy = —sx—+cy

mit ¢ = cos(wt), s = sin(wt)
geradlinige Bewegung ~~  Spirale:

X' =c+sQ+t/m), y=-s+c2+t/m)
kreisformige Bewegung:

X'=c(l+&)+s(2+3), y =-s(1+&) +c(2+53)

(¢ =cost, $=sint)
abrupte Richtungsianderung moglich
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Vektoren in der Ebene und im Raum

Ein Vektor kann geometrisch mit einem Pfeil (gerichtete Strecke)
identifiziert werden:
5= PQ

bezeichnet den Vektor vom Punkt P zum Punkt Q.

P A oA ./
S I . P'Q Q
OA
I
_P
O‘ aq
I S 23/ 1

Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, stellen gleichlange Pfeile mit gleicher

Richtung den gleichen Vektor dar, @ = P'Q’. Die spezielle Darstellung
bezogen auf den Ursprung O des Koordinatensystems wird als Ortsvektor
bezeichnet und definiert die Koordinaten ax des Vektors, die ebenfalls als
Differenzen der Punktkoordinaten (p1, p2, p3), (91, 92, g3) berechnet
werden konnen:

a1 a1 — pP1
D
a=0A=| a | =| @—p
a3 a3 — P3

Insbesondere bewirkt die Umkehrung der Richtung des Vektors eine
Anderung des Vorzeichens: Q? = —@ = —3.

SchlieBlich wird mit
008 =PP =10

der Nullvektor bezeichnet.
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Punktkoordinaten werden als , liegendes” Tupel (Ebene) oder Tripel

(Raum) dargestellt wahrend fiir Vektoren die ,stehende" Darstellung
tiblich ist. Durch Transposition (Symbol ') kann zur jeweils anderen

Schreibweise gewechselt werden:

p t ai
(p1,p2) = ( ! ) , a | =(a1,a,a3)".
P2 23

25 /1

Beispiel

Bestimmung der abgebildeten Vektoren

A (7,5)

/ ¢

26 /1




(i) Ortsvektor 3 = OA:
Koordinaten entsprechen denen des Punktes A = (2,5)

()
(ii) Vektor PO:

Differenzbildung der Koordinaten py, qx der Punkte P = (2,2), Q = (5,4)

(qi—p1\ _[(5=2)\ (3
fa=(an)=(a22)=(3)
(iii) Vektor W:

gleiche Lange wie @ und entgegengesetzte Richtung —
Umkehrung des Vorzeichens, d.h.

PQ = PO =(-3,—2)

. 27 /1
Probe

direkte Berechnung durch Differenzbildung der Punktkoordinaten

I A qi_pll _(A-T7T N _( 3
PQ_<qé—pé “l1-3)7(2) ¥
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Addition von Vektoren

Geometrisch lasst sich die Summe von zwei Vektoren durch
Aneinandersetzen der Pfeile bilden:

PG+ QP = PR

R
Qe /\
\ C
L —
P
Fir die Koordinaten der Ortsvektoren 3 = @ b= Q? C = ﬁ% gilt
entsprechend

. ai b1 ai+ b
C=a+b=| a |+| b | =| a+b
as b3 asz + bs
L I 29 /1

Offensichtlich spielt die Reihenfolge bei der Addition von Vektoren keine

Rolle:

at+b=b+3.
Geometrisch wird dies durch ein mit den Vektoren gebildetes
Parallelogramm veranschaulicht.

Die Differenz von zwei Vektoren entspricht der Addition des Vektors mit
umgekehrter Richtung:

¢—3=2+(-3)=0b,
wie in der Abbildung illustriert ist. Insbesondere ist
i+(—3)=0, 3+0=3.

Es gelten somit die iiblichen Rechenregeln.
|
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Beispiel

Bilden der Summe und Differenz der abgebildeten Vektoren

(7,3)

/ 2

/ —

(i) Koordinatendarstellungen:
a=(2,3)t
P=(3,1),Q=(72) =

i g1 — p1 =3 4
b:P — = —
7= (5n)-(a-1)= (1)
I 31/1

(ii) Summe und Differenz:

W)

+

(el

I
VRN
w N
N~

+
N
=
N~

I
N

6

4
. Lo (2-4\ [ 2
¢ = a5=(51)=(7)

und b—3=—&=(2,-2)t

(iii) Geometrische Konstruktion:
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Beispiel

Zerlegung der Gewichtskraft fc fiir eine schiefe Ebene mit Hilfe des
Krafteparallelogramms

Projektion von f¢ auf eine zur Ebene parallele und orthogonale Richtung
~>  Lerlegung
fc = fH +  fy
—~—~ ~
Hangabtriebskraft ~ Normalkraft

I A 33 /1
Skalarmultiplikation
|

Bei Multiplikation eines Vektors a
mit einem Skalar s (s € R) werden
die Koordinaten a, mit s multipli-
ziert:

ail Sai
S an = Sar
a3 Sas

Cil Sdl
Die Multiplikation mit s bewirkt eine Skalierung der Lange des Vektors um
den Faktor |s|. Die Richtung bleibt fiir s > 0 unverandert; fiir s < 0 kehrt
sie sich um.

Speziell ist 03 = 0.
|
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Beispiel
|
Linearkombinationenen der Vektoren

F=(2,-3,1)f b=(1,-2,0)
I

(i) @ = 23 — 3b:
Multiplikation mit den Skalaren 2, 3

2 2.2 4
25=2( =3 | = 2(3) |=| -6], 3
()-(=60)-(%)

Bilden der Differenz  ~~

(e pl]

I
Y
|
o 4 w
N~ —

c=2

\SH

|

w

oy

Il
Y

|
I\)G-b
N~ —

|
Y

|
o 45 W
N~ —

Il
Y

|
m‘f‘h
I/_\I
o | w

=
N~ —

Il
Y
N O -
N~ —

35 /1

(i) d = 3¢ + 2b:
1 3 2
3c=3|o0o|=|0], 2b6=| -4
2 6 0
. 3 2 5
d=| 0 |+ -4 |=| -4
6 0 6
alternativ:
d = 38+2b=23(23—3b)+2b=63—7b
2 1
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Beispiel

Schnittpunkt S (Schwerpunkt)
der Seitenhalbierenden in einem
Dreieck:

S =

Einsetzen von m, = (b + &)/2 in die Parametrisierung

B =3+ t(i, - 3),

der Verbindungsstrecke AM,

D

1

t €[0,1],

t=2/3

—

Lo 1» 1,
p:a+t(§b+ C

N |

)

37 /1

p=35=(34+b+72)/3 dh.S teilt AM, im Verhiltnis

2/3:1/3~2:1
analoges Argument fiir BMp und CM,
~»  gemeinsamer Punkt S der drei Seitenhalbierenden
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Betrag eines Vektors

Der Betrag eines Vektors 3 = @ — g — p ist die Lange des Pfeils von P
nach @ bzw. von O nach A, d.h.

=R B+ B=VF3 a=a—p.

Insbesondere gilt |s3| = |s| |3] fiir s € R.
Ein Vektor mit Betrag bzw. Lange 1 wird als Einheitsvektor bezeichnet
und man benutzt die Schreibweise

fur einen solchen normierten Vektor.

I A 39/1
Beispiel

Betrag und Normierung der Vektoren

>
5= -1 |, und PO mitP=(38),Q=(7,5)
>

(i) a:

Betrag

3= /22 4 (-12 +22 =0 =3

Normierung

 =3/|3 = (2.-1,2)t/3 = (2/3, —1/3,2/3)"

(ii)/ﬁ:
’@’:\/(7—3)2+(5—8)2:\/m:57 @o:( 4/5 )

~3/5
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Dreiecksungleichung
|
Der Betrag der Summe zweier Vektoren lasst sich durch die Summe ihrer

Betrage abschatzen:
|d+ b < |a| +[b|

mit Gleichheit genau dann wenn 3 und b die gleiche Richtung haben, d.h.
3 = sb mit s > 0 oder (im trivialen Fall) wenn mindestens einer der
Vektoren der Nullvektor ist.

I 41 /1
Beweis
mehrere Alternativen

(i) Geometrisches Argument:

Jede Seite des (nicht entarteten) Dreiecks, das von den Vektoren 3, B
i+b gebildet wird, ist kiirzer als die Summe der Langen der beiden
anderen Seiten.

(ii) Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
CS: |g-v|<l|d|l|lv] =

(3+ b) - (3+ b)
32 +23- b+ |b|?
&> + 2|3 |b| + |bf?

3+ b

QAIN

(13 +|b|)?

Gleichheit <>  Gleichheitin CSund 3-6>0 < gleiche Richtung
von 3 und b oder mindestens ein Nullvektor

S e



(iii) Anwendung des Satzes von Pythagoras:

P: 41V = |d+V]?=|d]*+|V?

[Beweis durch Ausmultiplizieren von (d+Vv)-(d+ V)]

im nicht trivialen Fall 3+ 0 Darstellung von b in der Form

b=sa+c, cla

[Wert von s irrelevant, Berechnung aus der Bedingung
0=cC-ad=(b—s3a)-3a=0 moglich]
Einsetzen in die quadrierte linke Seite der Dreiecksungleichung — ~~

(G +s3)+c)? = = |(1+ $)a]2 + |22 = (1 +5)33)° + ||
Vergleich mit der quadrierten rechten Seite der Dreiecksungleichung
(|13 +|s3+¢|)* = |3)° +2|3||sd+ c| + |sd + c|?
= |3+ 203l /52132 + |22 + 573 + |l

43 /1
und Weglassen der identischen Terme |3]2, s2|3|%, |¢]? ~ zur
Dreiecksungleichung aquivalente Ungleichung

2s|a]? < 2/3]\/s2(3]2 + |2

erfiillt, da s|3| < /s2|3]2 + |¢|?
Gleichheit genau dann, wenn ¢ = 0 und s > 0, d.h. wenn 3 und b
Vektoren mit gleicher Richtung sind (s > 0) oder b =10 (s = 0)
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Beispiel
|

[llustration der Dreiecksungleichung
3+ b| <3| + b

fur die Vektoren
a= (1,8,4)t, b=(2,-2, 1)t

Linke Seite
i+b = (1+2,8-24+1)=(3,6,5)
F+b = /32+62+52=19+36+25=170

Rechte Seite

5 = V12482442 =181=09
B = 2+ (-22+12=V0=3

Vergleich: V70 <9+3
I A 45 / 1

Rechenregeln fiir Vektoren

Fiir Vektoren gelten die folgenden Rechenregeln.

o Kommutativgesetz:

5+b=b+3

@ Assoziativgesetz:

@ Distributivgesetz:
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Beispiel
|
Bestimmung der Drift eines Flugzeugs mit einer Geschwindigkeit von
250km /h nach Osten und einer Windgeschwindigkeit von 50km /h aus
Siidwest.

Geschwindigkeitsvektor des Flugzeugs (Osten in Richtung der ersten
Koordinatenachse), und Vektor der Windgeschwindigkeit (aus Siidwest
< Richtung Nordost, d.h. Winkel 7/4 mit der Ostrichtung)

= (7). - (B ) - (93

> @
T+ W 0 TCZ
P— —_ >o——>o
v p
I 47 /1

Position nach einer Stunde

G~ 250 +35.35 \ [ 285.35
~ 35.35 —\ 35.35

Geschwindigkeitskomponente nach Osten

— <285.35)
V+p= 0

mit g = (35.35,0)" der Komponente von w in Richtung von v
Drift (orthogonal zum Kurs) nach Norden

L 0
d:V+W_(V+p)%<35.35)

Betrag der Gesamtgeschwindigkeit

|V + w| = 1/285.352 4 35.352 ~ 287.53
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Winkel zwischen zwei Vektoren

Fiir 3, b # 0 bezeichnet man mit <(3, b) €
[0, 7] den kleineren der beiden Winkel, den
die mit den Vektoren assoziierten Pfeile in
einem gemeinsamen Scheitelpunkt bilden.

Die beiden Vektoren sind orthogonal, 3 L b, wenn <((3, b) = 7/2 oder ein
Vektor der Nullvektor ist.
Winkel konnen mit Hilfe des Skalarproduktes berechnet werden:

o 3-b
cos<(a, b) = —= .
4] [b]
Einige Kosinuswerte:
s s T 0w 21 3 5w
e
3 V2 1 1 2 3
cosp |1 P P F 0 - - % -1
I S 49 / 1

Beweis
Herleitung der Formel cos <((d, b) = 3 -

(o

/(]3] ]5]) mit dem Kosinussatz

2|3 |b| cos~
= 3] + |b]* — |&?

Einsetzen von €= (—3)+ b ~» Vereinfachung der rechten Seite

3 3 3
@2+ b~ |b—a* = Y ag+> bi—) (bk—a)

wobei (bx — ax)? = b2 — 2biak + a3 benutzt wurde

S eV



Gleichsetzen mit der linken Seite des Kosinussatzes und Division durch 2

—
13| |b| cosy=3-b,

d.h. die behauptete Formel

IS 4 51/1

Beispiel

Darstellung einiger Winkel und Berechnung des Winkels zwischen den

Vektoren
a= (2, 1,2)t, b= (4,-1, 1)t

(i) Konstruktion mit Hilfe von Dreiecken:

@ m/6: halber Winkel im gleichseitigen Dreieck
i=(s,00 = b (V3/2,+1/2)

S Y




@ 7/3: Winkel im gleichseitigen Dreieck
i=(s,0f = b (1/2,+V3/2)
@ 7/4: Winkel im rechtwinklig gleichschenkligen Dreieck
i= (500 = b (V2/2,£V2/2)"
(ii) Berechnung mit Hilfe des Skalarproduktes:

<(3, b) = arccos(3 - b/(|3] |b]))

Einsetzen von

= (2,1,2)t, 3] = V22 +12422=3
— (4,-1,1)% || = VI6+1+1=3V2

Tl W)

und 3-b=2-4+1-(-1)+2-1=9 ~»
<(3, b) = arccos(9/(3 - 3v/2)) = arccos(1/v/2) = /4

I A 53 / 1
Satz des Pythagoras

Die Lingen a = |3|, b = |b| der Ka-
theten und die Lange ¢ = |c| der Hy-
pothenuse in einem von den Vekto-
ren a, B C, gebildeten rechtwinkligen
Dreieck erfiillen

a’+ b*> = 2.
Fiir die Vektoren 3, b gilt entsprechend
ilb = |32+ |b®>=1|3+b%.
M
C
Der Satz ist heute als Satz des Pythagoras (569-475 v. Chr.) bekannt,

obwohl ihn bereits die Babylonier mehr als 1000 Jahre friiher kannten.
Moglicherweise war aber Pythagoras der erste, der ihn bewiesen hat.

S e



Beweis

(i) Geometrische Argument:
Unterteilung des Quadrats iiber der

Hypothenuse in 4 zum Ausgangsdrei- b a
eck kongruente Dreiecke und ein Qua-
drat mit Seitenldange b — a

Flacheninhalt des Dreiecks: ab/2

Summierung der Flacheninhalte (4
Dreiecke und ein Quadrat) —

(b—a)®
c® = 4(ab/2)+ (b— a)?
= 2ab+ (b® —2ab+ a%)
= a4 b

I A 55 / 1
i) Vektorkalkil:

(i
E=3+bh —

(o]

) (

b
+3a-

)

€ = (@E+
a-a

O‘l QL

4b-b

O‘l
\QJl

+
4+

=0, cTaraJ_E
= |3+ b

~+  Konsistenz zu den Regeln fiir Skalarprodukte

kein Beweis, da der Satz des Pythagoras bei der Berechnung der

Vektorlange,
=12 2 2
’Ul = U + us ,

benutzt wird
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Beispiel
|

Konstruktion Pythagoraischer Tripel:
¢,mneN: ?+m?=n?,

d.h. ganzzahlige Seitenlangen fiir rechtwinklige Dreiecke

Anwendung durch die Agypter: Konstruktion rechter Winkel via Erginzung
ungerader Zahlen ¢ durch m = (> — 1)/2 und n = (£? + 1)/2 zu einem
Pythagoraischen Tripel:

420211
P+ m? = £2+€ f+
241
N 4

_ (1Y
= > =
Multiplikation der Tripel mit 2 ~»  Tripel fiir jede gerade Zahl £ > 6
I A 57/ 1

allgemeineres Konstruktionsprinzip mit Hilfe der dritten Binomischen
Formel
c?—b*=(c—b)(c+b)=2a°

~»  ganzzahlige Lésung, wenn a? in zwei unterschiedliche Faktoren

zerlegbar ist, die eine gerade Differenz (= 2b) aufweisen

Fiir ungerades a = ¢ gilt dies fiir die Aufteilung a® = a% - 1 mit

a2 —1 a2 +1

b —
2 2

~>  obiger Spezialfall
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Kosinussatz

. _____________________________________|
B

In einem Dreieck gilt fiir die Sei-

tenlangen a, b, ¢ und fiir den der c
Seite AB gegeniiberliegenden

Winkel ~ a

c? = a® + b? — 2abcos~ .
b
C

Als Spezialfall erhidlt man fiir v = /2 den Satz des Pythagoras:

c? = 2%+ b2,

IS 4 9 /1

Beweis

Satz des Pythagoras —

c? = h+q?
R o= 22— p?

Einsetzen von g = b —p, p=acosy ~»

= (-p)+(b—p)
a®> — p?> + b®> — 2b(acosy) + p
= a°+ b> —2abcos~y

2

S Y



Beispiel

Bestimmung der dritten Sei-

tenlinge ¢ = |AB| und der

Winkel «, [ eines Dreiecks mit b
den Seitenldngen a = 3, b = 8

und dem eingeschlossenen Winkel

v=m/3. A

Anwendung des Kosinussatzes
c® = a° + b*> — 2abcos~y

(i) Seitenlange:
Einsetzen von a =3, b =8 und cosy = cos(7/3) =1/2 ~~

?=9+64—-2-24-(1/2) =49,
d.h. c =
I A 61/ 1

(ii) Winkel:
Kosinussatz fiir den Winkel o bei A (c +a,a— b, b— ¢, v — «)

2% = b% + c? — 2bc cos o

Einsetzen und Auflosen nach cosa  ~~
b*+c*—a*> 8 +7°-3% 104
2bc - 2.8-7 112

d.h. a = arccos(0.9286) = 0.3803
Winkelsumme 7 —

cosa = = 0.9286,

B=m—a—vy=m—0.3803 —7/3 =1.7141

Probe
Einsetzen in den Kosinussatz fiir 3

0= b2 — (c? +a° —2cacos 3) = 64 — (49 +9 —2-21-(—0.1429)) Vv

S S



Sinussatz
|
In einem Dreieck verhalten sich die
Langen der Seiten wie die Sinuswerte
der gegeniiberliegenden Winkel:

sina  sinf3  sinvy

a b C

bzw.

sina:sinf:siny=a:b:c.
_____________________________________________________________________________________________________________________________|

IS 4 @ /1

Beweis

Zerlegung des Dreiecks in zwei
durch die Héhe zur Seite AB be-
grenzte rechtwinklige Teildreiecke

Definition des Sinus (Gegenkathete : Hypothenuse) —

h h
SinOé:E, Sinﬁzg
und somit .
sina:sinf=—:—=a:b
b a

T h— 64/ 1



Beispiel

Entfernung d zweier schwer
zuganglicher Punkte P und Q@
durch Messung der Winkel an den
Enden einer Referenzstrecke AB

65/ 1

(i) Numerische Losung:
<(APB) =90° — 60° = 30°,sin30° =1/2 ~»

a = 100/sin 30° = 200
Winkelsumme gleich 180°  ~~
a = 15°
Sinussatz = b : 100 = sin 135° : sin 15°, d.h.
b~ 100-0.7071/0.2588 = 273.2
Kosinussatz ==  d? = a® + b?> — 2abcos30°, d.h.

d ~ (40000 + 74640 — 2 - 54640 - 0.8660)'/2 = 141.4
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(ii) Exakte algebraische Rechnung:
cos® p 4+ sin?p = 1 und sin(2p) = 2sinpcosp =

1/2 =sin(30°) =2sv/1—5s2, s =sin(15°)
——

cos(15°)
d.h. nach Quadrieren
1 2 N
4_45(1 s°) & s'—s +16—0

Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ——
s2=1/24+/1/4—1/16 =1/2 +/3/4
Lésung im Intervall (0,sin30°) = (0,1/2) = s=+/2—+/3/2
Skalierung der Lingen mit dem Faktor 1/100, cos(30°) = v/3/2  ~»
1-sin135° 1 2
sinl5° V2 ./2_/3

d? = 3% + b> — 23b cos 30°

4 4 —2.92. 2 : V3

2(2 - V3) V2vV2 -3 2

~ d = dgaliert = V2 und d = 100/2

I 67/ 1
(iii) Beweis der letzten Gleichheit:

Umformung ~~

a= dskaliert — 27 b =

=2

2y 2L 48
2-vV3  V2\/2-/3
_1_ 24+v/3 =243 ~» vereinfachte linke Seite

2-V3 ~ (2+V3)(2—V3)
2+2(2+V3)=6+V3

Quadrieren der ldentitat ~~

48
2(2 —/3)

Ubereinstimmung nach Rationalisieren des Nenners der rechten Seite
durch Erweitern mit 2 + /3

48(2++v3)  96+48V3

22-V3)(2+V3)  2(4-3)
T h— 68/ 1

36 + 24v/3 + 12 =




Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist durch
a- E = ai1by + axby + azbs

definiert. Es lasst sich ebenfalls mit Hilfe des Winkels zwischen den
Vektoren berechnen:

3 b =3||b| cos<(3, b).

Offensichtlich ist 3- 3 = |3] sowie 3-b=0 <« 3L b, und aus
| cos p| < 1 folgt die Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

3 b| < |3]|B].
Es gelten die fiir Produkte iiblichen Rechenregeln:
3-b = b-3,
(ra+sb)-¢ = ra-c+sb-¢ rscR.
e —————————————————————

IS 4000909090 0 /1

Beweis

Herleitung der Aquivalenz der al-
ternativen Definitionen mit Hilfe
des Kosinussatzes:

ST

o

€2 = [a]* + [b]* — 2[a]|b| cosy o K

Umformung ~-
2|3||b| cosy = (a2 + a3 + a3) + (b? + b3 + b3) — (2 + 2 + ¢3)

Substitution ¢c? = (b; — a;)> ~»  Vereinfachung der rechten Seite zu

2a1b1 + 2a>by + 2a3bs
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Beispiel

Winkelberechnung und lllustration des Kosinussatzes fiir ein Dreieck mit
Eckpunkten

A=(6,0, B=(44), C=/(0,0)

e /1

@ Winkelberechnung mit Hilfe des Skalarproduktes:

() (6) a1

j . ?5 V326 V2
(2)1(s)

@ lllustration des Kosinussatzes:
a=(4,4 b=(60"c=02,-dD", y=7/4 ~

IS

Cosy =

8% — |3)% — |b|?> =20 — 32 — 36 = —48

und

—2|3||b|cosy = —2(4V2)6/vV2 = —48 v

72 /1




Orthogonale Basis in der Ebene und im Raum

Eine orthogonale Basis im Raum besteht aus —
drei paarweise orthogonalen Vektoren wg-.
u, v, w,

jeweils ungleich 0.

Die Basis ist ein Rechtssystem, wenn die Vek-
toren u, v, w gemaB der Rechten-Hand-Regel
orientiert sind (Daumen — 4, Zeigefinger
— V, Mittelfinger — w), bzw. dquivalent da-
zu, wenn das Spatprodukt [d, V, w] positiv ist.

Sind 4, vV, w normiert (|d| = |V| = |w| = 1), so spricht man von einer
Orthonormalbasis.

Analog bilden zwei orthogonale Vektoren 4 = (u1, up)t, v = (vi, ),
jeweils # 0, eine orthogonale Basis in der Ebene. Die Basis ist positiv
orientiert, wenn uivo — upvy > 0.

IS 4 /1

Jeder Vektor 3 lasst sich als Linearkombination

3:[’U—|—S\7+t|/|7, r:ﬁ752#7t:‘—»’2’

darstellen. Die Summanden 3, = ru, 3, = sv, a,, = tw sind die
Projektionen 3,, a,, a,, auf die durch die Basisvektoren erzeugten
Achsen, d.h.

au Ei, 5_31_1_]_'._],

etc., und in Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras gilt
32 = |3,]° + |3, |> + |3w|? bzw.

3% = r2|d)° +s2 V)7 + 2| w]?
|5.m2+|5.v12+|3-mz
|| V|2 w2
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Speziell ist
dil
an = 31§X+32§y+a3§z
as

fur die kanonische Orthonormalbasis

1 0 0
&=0], §=(1], &=|o0
0 0 1

des kartesischen Koordinatensystems.

I 75/ 1
Beweis
(i) Berechnung der Basis-Koeffizienten:
Multiplikation des Ansatzes

und somit r = 3 - i/|il|?
analoge Berechnung von s und t durch Multiplikation mit v und 4~

2 2

57 =s|V

. 3w =tw
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(ii) Formel fiir die Quadratsumme:

Ausmultiplizieren  ~~

3% = r|d]? + $%|V)* + t?|w)?
wegen der Orthogonalitdt der Basisvektoren ( -V =
v-w=0 = (rd)-(sv)=0, (rd) - (tw) =0, ...

(iii) Projektionen:
a,=ru =

analoge Begriindung der Projektionseigenschaft von 3, und a,,

I A 77 /1
Beispiel
|

Darstellung des Vektors 3 = (—4, —2,5)" bzgl. der orthogonalen Basis

i=(1,1,0f v=(1,-1,1)% w=(-1,1,2)"

78 /1



~>  Basisdarstellung

1 1 ~1
i = 3-[1]+1- -1 |+2] 1
0 1 2
—4
= | -2
5

Probe
Test der Identitat fir die Quadratsummme der Koeffizienten:
Quadrat des Betrags

32 = (—4)% + (<22 + 52 = 45
aquivalente Berechnung als Quadratsumme der Koeffizienten

Pl + 2V + WP =9-24+1-3+4-6=45

I A 79/1
Beispiel

Normierung des Vektors i = (3, —4)*, Ergdnzung zu einer
Orthonormalbasis und Bestimmung der Basis-Koeffizienten von 3 = (2, 1)t

(i) Normierung und Basisergdnzung:

i = /32 + (42 =V25=5 =

75 (%)= (5)

Basiserganzung durch Komponentenvertauschung und Vorzeichenanderung

- (%)

0= i°- v° = (3/5)(4/5) + (—4/5)(3/5) v

80 /1



(ii) Basis-Darstellung:
vereinfachte Formeln fir die Koeffizienten r, s der Linearkombination

s—rie+s®, s=( 2 ), @={ 35 ), = (4
= ca=l = as ) = egs

aufgrund der Normierung (|d°| = |v°| = 1)

L 3° = 2(3/5) + 1(—4/5) = 2/5

s _ 3-v° =2(4/5) + 1(3/5) = 11/5

Probe

HEARTEARE ARG

I 4@ 81 /1
Vektorprodukt
|

Das Vektorprodukt zweier Vektoren 3 = (a1, az, a3)", b= (b1, b, b3)t ist
durch

32b3 — a3b2
ax b= a3b1—alb3
aiby — axby

definiert.
Bezeichnet man mit &, €,, €, die kanonischen Einheitsvektoren, so kann
die Berechnung mit dem Sarrus-Schema illustriert werden:

+\A/\/

+a1bo€e, — azbi €, < >< >< >
+ao b3 e, — azboéy < >< >< >

/\/V\

ax b=

Die zyklisch erganzten Diagonalen des Schemas entsprechen den positiven
und negativen Termen.

S T



Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch,
ixb=—-bx3,
besitzt ansonsten aber die von einem Produkt erwartete Bilinearitat:
Fx(b+& =3xb+3x¢& 3x(sh)=s(3xb)firscR.

Entsprechendes gilt fiir das erste Argument. SchlieBlich ist 3 x b =0, falls
a und b parallel sind.

Das Vektorprodukt ¢ = 3 x b lsst sich ebenfalls mit Hilfe der folgenden
geometrischen Eigenschaften eindeutig festlegen:

Der Vektor € ist zu 3 und b orthogonal, gemaB der Rechten-Hand-Regel
orientiert und hat die Lange

€| = |3]|b| sin<(3, b),

die dem Flicheninhalt des von den Vektoren 3 und b aufgespannten
Parallelogramms entspricht.

83 /1
Mittelfinger
A
c
_,  Zeigefinger
b
a
Daumen
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Beweis

(i) Linearitdt der geometrischen Definition:
Multiplikation mit Skalaren v

Invarianz unter Drehungen ~» 3 =2¢,
additiv bzgl. des zweiten Arguments, da

¢ = & x (b1, bp, b3)" = (—bo, b1,0)°

Begriindung:
e C_L &, b
@ bs irrelevant fiir den Flacheninhalt (Scherung) ~»  0.B.d.A. b3 =0
<(éz,b)=7/2, lez| =1 ~ |¢] V
@ richtige Orientierung (priife alle Vorzeichenkombinationen der by mit
der ,rechten Hand Regel")

IS 440000 5 /1

(ii) Ubereinstimmung mit der analytischen Definition:
bereits gezeigt fiir 3 = &,, &, €, analog
Antisymmetrie  ~~  richtig fir 3 = ey, ), €
Linearitat ~»  allgemeiner Fall

(iii) Flacheninhalt A des Parallelogramms:
A = |b| h mit der Hohe
h = |3|sin<(3, b)
Alternative Herleitung der geometrischen Eigenschaften

(i) Orthogonalitat:
Einsetzen der Definition von ¢ =3 x b ~»

3-C= 31(32b3 — a3b2) + ag(a3b1 — 21b3) —+ a3(alb2 — azbl) =0

(jeweils zwei gleiche Produkte mit verschiedenem Vorzeichen)
analog: b L C
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(ii) Lange:
Vergleich beider Seiten der behaupteten ldentitat
1@ x b| = |a| |b| sin<(3, b)
Quadrierte linke Seite:
(32b3 — 33b2)2 + (a3b1 — alb3)2 + (31b2 — a2b1)2 =
(a5b3 + a3b5 + a3bi + asbs + aibs + a3b3) —
(apbzasby + asbparbs + azbiaibs + ay1bsasby + ai1braxby + axbiai by)

Quadrierte rechte Seite:
sin> =1 — cos?, |3||b| cos<((3,b) =3-b ~
3216 — (3- b)°

= Z 3J2 <Z bi) — Z ajbj (Z akbk>
J k J k
= Z aJQbi — ajbjakbk ,

J>k.j#k

wegen Aufhebung der Terme azb?, —agbpaghy mit j =€ = k
gleiche 12 Summanden in beiden Fallen

I A 87 / 1
Beispiel
Vektorprodukt & der Vektoren 3 = (2,1,2)t, b = (3,3,0)t
(i) Geometrische Definition:
clLab ~ c=X-221)
Rechte-Hand-Regel — A >0
Winkel ~
- a-b 9 1
cos<((a, b) = - = =
G0 =6 3 v
—  <«(3,b)=n/4
Flache des aufgespannten Parallelogramms
R o 1
¢| = 13| |b|sin<(3, b) =3-3vV2- —= =9
€| = |a] [b] sin (&, b) 7

~ A= el/|(=2,2,1)t] =9/3 = 3, d.h.
¢=X\-2,2,1)"=(-6,6,3)"
T h— 88/ 1



(i) Analytische Definition:

2 3 1-0-2-3 —6
c=11|x[3]=1]23-2-0]= 6
2 0 2-3—-1-3 3

I 89 /1

Beispiel
|

Vektorprodukte der kanonischen Basisvektoren
& = (1,0,0)", é = (0, 1,0), € = (0,0,1)*
|

Ex X €, =6, € XE =28, & X& =
& xé =0 € xé =0, exe=0

lkﬂ)l

zyklische Verschiebung bei den ersten drei ldentitaten
XYZ—>yzXxX —>2zXYy

Vorzeichenanderung bei Vertauschung von Basisvektoren, z.B.

—

Gliltigkeit entsprechender Formeln fiir eine beliebige, gemaRB der
Rechten-Hand-Regel orientierte Orthonormalbasis
T h— 9 /1



Beispiel
|
Lorentzkraft fiir ein Elektron mit Ladung —e und Geschwindigkeit v in
einem Magnetfeld b

_|_

Auslenkung des stromdurchflossenen
Leiters in Richtung

f=ebxv

I A 01 /1
Regeln fiir Vektorprodukte
|
Fiir Vektorprodukte gelten die folgenden Rechenregeln:

@ Antisymmetrie

@ Bilinearitat

(131 + &232ZX (B1b1 + 5252L= ) )
o101 (31 X b1) + 182(31 X b2) + a2B1(32 X b1) + a2f2(32 X by)

@ Grassmann-ldentitat
(3xb)yx&=(3-8)b—(b-2)3
@ Lagrange-ldentitat
(3xb)-(¢xd)=(3-8)(b-d)—(3-d)(b- )

—————— T



Beweis
(i) Antisymmetrie und Bilinearitat: v

(ii) Grassmann- und Lagrange-ldentitat:

Bilinearitit ~~ 0.B.d.A. 3, b kanonische Basisvektoren
a= 86, = b: beide Seiten der Identititen Null

=8, ,b=28,

linke Seite der Grassmann-ldentitat

0 1 —C
(&xxé)xc=10 | x| o | = c1
1 3 0

Ubereinstimmung mit rechter Seite c1€, — cé,

Lagrange-ldentitdt im betrachteten Spezialfall

0
0 : = C1d2—d1C2
1 C1d2 — C2d1

analoge Argumentation fiir andere Kombinationen von Basisvektoren

I A 93 /1
Beispiel
|
Anwendungen der Regeln fiir Vektorprodukte
|
(i) Ausnutzung der Bilinearitdt bei parallelen Vektoren:

0 1 0 1
31 O + 2 X 0 +21 2
1 0 1 0
0 1 1 0
=6 O X 2 + 2 X 0
1 0 0 1

0 1 0—-2 —10

1 0 0—-0 0

L)
X
L)
I
ol

wobei neben der Bilinearitat die Antisymmetrie (
d X b= —b x 3d) verwendet wurde
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(ii) Darstellung von Vektorprodukten mit Hilfe von einfacher
berechenbaren Skalarprodukten:

o Grassmann-ldentitit: (3x b) x €= (3-8)b— (b-&)3 ~

1 0 —2 0 1 —1
2 X 1 X 1 =0 1 |-1{ 2 = —2
3 2 0 2 3 —3
o Lagrange-Identitit: (3x b)-(¢xd) = (3-8)(b-d)—(3-d)(b-8) ~
1 0 —2 3
2 X 1 1 X 0 =0:-6—-12-1=-12
3 2 0 3
[ % /1

Epsilon-Tensor

Der Epsilon-Tensor
Eij,k S {_]—7071}7 iajak S {17273}7

ist Null bei zwei gleichen Indizes und hat fiir paarweise verschiedene
Indizes die Werte

€123 = €231 = €312 = 1,
€132 = €213 = €321 = —1.

Er ist also invariant unter zyklischer Permutation und andert bei
Vertauschung von Indizes das Vorzeichen.
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Beispiel

Darstellung des Vektorproduktes mit Hilfe des Epsilon-Tensors

32b3 — a3b2 3
C=ax b= azb; — a1 bs = G = E ei,j,kajbk
albz — 32b1 Jj,k=1

Uberpriifung der ersten Komponente ¢; (i = 1):
nur 2 Summanden, da €1, = 0 fiir j =1, k = 1 oder j = k, d.h.

€1 = €123ab3 +e132a3b = axbz —azby vV
SN—~— SN—~—

1 -1

Uberpriifung von ¢, c3 analog

I A o7 / 1
Spatprodukt
|
Das Spatprodukt

3,b,8] =3 (bx ) =
a1(bacz — b3cp) + ax(b3cy — bicz) + az(bica — bocy)
stimmt bis auf Vorzeichen mit dem Volumen des von den drei Vektoren 3,
b, ¢ aufgespannten Spats iiberein. Es ist positiv, wenn die Vektoren 3, b, ¢
gemalB der Rechten-Hand-Regel orientiert sind.

A

bxc
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Mit Hilfe des e-Tensors lasst sich das Spatprodukt auch in der Form

3
[5, b, E] = E 5;,j,ka;bjck
iJ,k=1
schreiben.

Eine weitere dquivalente Darstellung ist die Determinante der aus den drei
Vektoren gebildeten Matrix:

al b1 1
[3, b, (_f] = det(5, b, E) =|a b o
a3 bz c3

I A 99 /1
Beweis
Herleitung der geometrischen Interpretation als Volumen:
Normale des von B ¢ aufgespannten Parallelogramms

gl

ol

X

d=

ol
Ol

Héhe des Spats (Linge der Projektion von 3 auf d)

X

h=|3] )cos<z(3, d)| =134,

dald| =1
Volumen (Produkt aus Héhe h des Spats und Flicheninhalt |b x &| des

Parallelogramms)
. bx ¢
i | =
b x C|

S 0

b x & =|[4,b,d




Beispiel

Oberflache und Volumen des von den Vektoren
3=1(0,1,0)t, b=(2,0,3)f, ¢&=(3,1,2)"

aufgespannten Spats

(i) Oberflache:
31 b ~ Rechteck ~ F,,=1-v/22432=4,/13

Scherung (¢ — ¢ — @) und Permutation ~»  Foc = Fyp
2 3 -3
Foe=1|[ O | x| 1 = 5 =v9+25+4=+/38
3 2 2
Oberflache: 2F,, + 2F;c + 2Fp. = 413 + 24/38 =~ 26.75
0 -3
(ii) Volumen: |[3,b,d]|=13-(bx&)|=|[ 1 | - [ 5 ||=5
0 2
I S 101 /1

Eigenschaften des Spatprodukts

Das Spatprodukt ist linear in jedem Argument und besitzt dariiber hinaus
die folgenden weiteren Eigenschaften.

@ zyklische Vertauschung:

—

[3,b,¢] = [b, & 3] = &, 3, b]
@ lineare Abhangigkeit:
36,8l =0 < O0=ad+pBb+~e

mit mindestens einem der Skalare a, 5, ungleich 0.

@ Orientierung:
[4,b,c] >0

fiir jedes Rechtssystem.

S YR



Volumen eines Tetraeders

Das Volumen V eines Tetraeders,
der von den Vektoren 3, b und ¢
aufgespannt wird, lasst sich mit
Hilfe des Spatproduktes berech-
nen:

1 - 1 -
V= 2l[3,5,d = I3 (bx ).

. 103 /1
Beweis
Volumen eines Tetraeders: .
V = —Gh
3

mit h der Hohe und G dem Inhalt der Grundflache des von den Vektoren
b, ¢ aufgespannten Dreiecks
G: halbe Parallelogrammflache  ~~

G = GSpat/2
und 1 1 1
V = 6 GSpath — 6 VSpat - 6 |[37 bv E”

mit dem Spatvolumen Vg,
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Beispiel
]
Volumen eines von den Vektoren

0 ) 1 0
=1, b= 1|, 2= 2
1 0 0

v — %\[3,13,5]\

1 0) (1 0

= — 1 . 1 X 2
6\ 1 0 0

1 0 0 2 1

— 1/l 1) - loll=2=2
1) X 6 3

IS 0000 E

Berechnung von Koordinaten mit Hilfe des Spatprodukts
___________________________________________________________________________________________________________________|
Spannen die Vektoren &, vV, w ein echtes Spat auf ([d, V, w] # 0), so lasst
sich ein beliebiger Vektor X als Linearkombination

106 / 1




Beweis

analoge Berechnung von s und t, z.B.

R (TxW)=(s?)- (TxW) =— s=

<! ><1
RS
SISy
<! ><1
SIS

Sy

X, d,w] _ [4,X, w]
[v,d,w)]  [4,v,w]’
da sich bei Vertauschung von Vektoren das Vorzeichen des Spatprodukts

andert

I A 107 / 1
Beispiel
|
Darstellung des Vektors X = (—2,8,2)* als Linearkombination der
Basisvektoren

7=(2,0,2) v=(1,1,1), w=(0,1,1)t

Spatprodukte
2 1 0 2 0
(4, v, w] = 0 |- 1 | x| 1 =10 ][ -1 |=2
2 1 1 2 1
—2 1 0 —2 0
[X,V,w] = 8 : 1 | x| 1 = 8 -1 | =-6
2 1 1 2 1
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~~  Linearkombination

DA 6 0% 8, 699 _8_,
[d, V, W] 2 [4,v,w] 2 [4,v,w] 2
Probe
—2 | 2 1 0
X = 8 =30 |+4( 1 |+4| 1
2 2 1 1
—6 4 0
- o |+[4|+[4]| v
6 4 4
I 109/ 1

Punkt-Richtungs-Form einer Geraden

Die Punkte X auf einer Geraden
durch P mit Richtung ¢ lassen
sich in parametrischer Form durch

H
PX =ti, tcR

darstellen.
Entsprechend gilt

Xi = pi + tuj, i:172737

fir die Koordinaten des Ortsvektors X = p + tu.
|
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Beispiel
|
lllustration der Punkt-Richtungs-Form der Geraden

S (1 2
g.x—(3>+t(_1), teR

~~  Ortsvektor X des Punk-
tes X zum Parameter t = 2

-

X = OX=p+tiu
(1,3)" +2(2, -1)°
(5,1)°

IS 4 /1

Zwei-Punkte-Form einer Geraden

Die Punkte X auf einer Geraden durch zwei
Punkte P # @ lassen sich in der Form

PX = tPQ. teR.
X

= .
darstellen, d.h. PX ist parallel zu @ Entspre- @

hend gilt
chend gi PR
x,-:p,-+t(q,-—p,-), i:1,2,3,

Q

P
fur die Koordinaten des Ortsvektors X = p +
t(G — B).
Die Parameterwerte t € [0, 1] entsprechen der Strecke PQ, die durch den
Punkt X im Verhéltnis t : (1 — t) geteilt wird.

112 /1




Beispiel
|
[llustration der Zwei-Punkte-Form der Geraden durch die Punkte

P=(1,3), Q=(51)

/wei-Punkte-Form

) , 5—1 (6,4)

(1,3)X = t(1,3)(5,1) = ¢
]. - 3 }D

d.h. %

X1 — ]. - 4 >\

-3 ) "\ =2 _ ¢
bzw. in Punkt-Richtungs-Form /

O

X=(1,3)"+t(4,-2)"
t=1/2 = X =(3,2) ist Mittelpunkt der Strecke PQ
(Teilverhdltnis t : (1 — t))

113 /1

Momentenform einer Geraden im Raum

Die Punkte X auf einer Gera-
den g durch den Punkt P mit
dem Richtungsvektor & lassen
sich durch

Wxﬁzﬁ

beschreiben, d.h._fLir alle
Punkte X € g ist PX parallel
zu U. .

Nach Einsetzen von PX = X — p erhidlt man fiir die Ortsvektoren

c, C=pxd,

X
=y
I

X

d.h. eine Ubereinstimmung der Flacheninhalte der Parallelogramme, die
durch Scherung ineinander libergehen.
|
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Beipiel

Punktprobe (X € g, Y € g ?) fiir die Gerade g durch den Punkt
P = (2,0, —1) mit Richtungsvektor i = (—3,1,2)" und X = (—4,2,3),
Y =(-3,2,4)

/g ﬁ x i = 0 bzw. alternativ Z € g < d Losung t des
iberbestimmten Gleichungssystems Zz — p = tu

(i) Punkt X = (-3,1,2):

—4 2 -3
PX xud = 2 — 0 X 1
3 —1 2
—6 -3 2.2 4.1 0
= 2 | x 1L |=1[ 4-(-3)—(-6)-2 | =10
4 2 (—6)-1—2-(=3) 0
— Xeg
I 115 / 1
(i) Punkt Y = (—3,2,4):
—3 2 —b
y-p={ 2 |- o |=] 2
4 —1 5

~  liberbestimmtes Gleichungssystem y — p = ti

-5 -3
2 =t 1
5 2

zweite Komponente — t=1/2
inkonsistent zur ersten Komponente: —5 # (1/2)-(=3),d.h. Y ¢ g
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Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Projektion X eines Punktes @
auf eine Gerade durch den Punkt
P mit Richtungsvektor u erfiillt

Der Abstand d = ])@\ |asst sich ebenfalls direkt berechnen:

d=1[(g—p)xdl/|d,

wobei fiir eine Gerade in der Ebene das Vektorprodukt (G — p) x d durch
die Determinante

det(¢g — p, d) = (g1 — p1)u2 — (q2 — p2)un

ZU ersetzen ist.

L 117 /1
Beweis
(i) Projektion X, X = p + tu:
X am niachstenzu @ & g—XxX_Lu
~  priife die Orthogonalitdt von )@ =q§—Xzuu

|
Einsetzen von t = (d—B) - d/|dl?in 0= (G — (B+tid))- T ~
(G —p) - d/|dl (G — (P + ti))

s - (o (o200

(ii) Abstand fiir Geraden im Raum:
Dreieck A(X, P, Q) rechtwinklig mit Kathete XQ und Hypothenuse PQ
—
d=|G—X| =[G —p|sin<(§— P, )

und Ersetzen des Sinus mit der Formel fiir die Lange eines Vektorprodukts,
Vv x u| = |V||d]| sin<(V,d), mit v=qG—p ~> Ausdruck fiir den
Abstand d
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(iii) Gerade in der Ebene:
Erganzen der Koordinaten der Punkte und Vektoren durch eine dritte
Komponente 0 ~~

q1 — p1 uy 0
G—p2 | X | uw | = 0
0 0 (g1 — p1)u2 — (g2 — p2)un
und somit
d = |(qn— p1)u2 — (g2 — p2)ur|/|(u1, u2,0)]
= |det(d — p, d)|/|d]
I R  a a4a4@ @@ 119 / 1
Beispiel

Projektion von @ = (3, 3, 3) auf die Gerade
g:(2,1,3)" +¢(1,1,1)"

und Abstand von Q zu g

(i) Projektion X:

Ortsvektor X = p + tii mit t = (G — p) - i/|d|?, d.h.
3 2 1
3 — 1 1
) i L3 3 1 i
X = 2 112 1L 12
3 1-4+1-+1 1

N
—
(O

3

w
Y
N
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(ii) Abstand d:

d=|X0| = /(3-3)2+(3-22+(3-472=V2

alternative Berechnung mit Hilfe der Formel

G- p) < i

(CEY.
d

Einsetzen von § — p=(3—-2,3—-1,3—-3)*=(1,2,0)' und 4 = (1,1,1)*

PUNN

1 1 2—0
2 X 1 0-—-1
J 0 1 B 1-—-2
(1,1,1)¢ a V3

4+1+1

_ VArI+1 |
V3
IS 4 211

Abstand zweier Geraden

Die durch die Punkte P, @ und Richtungen
u, v gegebenen, nicht parallele Geraden im
Raum mit den Parametrisierungen

g: X = p+sd,
h: y = 4g+tv

(s,t € R) haben den Abstand

L PGaq| |(B-d)-@x7)|

‘UXV‘ |L7><\7}

Ist das Spatprodukt [@, u, v] null, so schneiden sich die Geraden.
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Die Punkte X, Y kiirzesten Abstands erhalt man nach Einsetzen der
Parametrisierungen in die Orthogonalitdtsbedingungen

y—Xxld, y—XL1v
durch Losen des resultierenden linearen Gleichungssystems

(d-t)s—(v-u)t = (§-p)-
(G-v)s=(v-v)t = (§-p)-

<UL &

cl <l

fur die Parameter s, t.

Fiir parallele Geraden gilt
d=[PG x| /d].

Man bezeichnet zwei Geraden als windschief, wenn sie nicht parallel sind
und einen positiven Abstand haben.

I 123 / 1
Beweis
(i) Nicht parallele Geraden (J # AV < 4 x V # 0):

Ortsvektoren der Punkte kiirzesten Abstands und Differenzvektor
— - — — — H — — — —
X=p+su,y=q¢+tv, XY =(g—p)+tv—siu
Orthogonalitat von XY zu den Richtungsvektoren o, v @=—
oo
XY || c=dxv

==
Berechnung von | XY'| als Betrag des Skalarproduktes mit dem parallelen
Einheitsvektor ¢/|C| ~»

d = |XY|=|((§-B)+tv—si) (&/|E) = (G- B) (&/|a)]
3
= |PQ- (i x V)|/|i x v = |[PQ, &, 7]|/|d x v,

- = —

dacluclv = U-¢=0, v-¢=0 und nach Definition des
Spatprodukts
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Einsetzen von

in die Orthogonalitatsbedingung XY -4 =0 ~»

— —

(G—p) - d+tv-od—sid-d=0

Umformung ~»  erste Gleichung des linearen Gleichungssystems fiir s, t

—
analog: XY -v=0 ~» zweite Gleichung

I 125 / 1
(ii) Parallele Geraden (4 = AV):
d = |y — X| mit

X=p+sd, y=q¢g+tv
den Ortsvektoren von Punkten kiirzesten Abstandes
(y—-X)1Lo =

1
y_)?a L_I)Z)

w/2

(7 — %) x @l = |y — %] |d] sin(<(

nach der Formel fiir den Betrag eines Vektorprodukts
ixiud=0undvxid=0dad||v =
d = |y—X|=I|(y—x)xdl/|dl
= [(§+tv—p—sd)xdl/ld =|(g—p)x d/|d]
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Beispiel
|
Bestimmung des Abstands d sowie nachstgelegener Punkte X, Y fiir die
Geraden

g: %= (11,3 +5s(1,2,1)t, h:y=(414)"+1t1,-2,1)

nicht parallele Richtungsvektoren

1 1
2 | £ | -2
1 1

~»  Anwendung der Formeln fiir nicht parallele Geraden mit den Punkten
P=(1,13), Q=(4,1,4)
und den Richtungsvektoren
i=(1,2,1)% v=(1,-2,1)

IS 4 127 /1

(i) Abstand:
L _1IPG, 5.7
|0 x V|

Betrag des Vektorprodukts im Nenner

1 1
2 | x| =2 ||= @ (22 +a-12+((-2)-22=4v2
1 1

Betrag des Spatprodukts im Zahler

4 1 1 1 3 4
1 — 1 2 X —2 = 0 0 =8
4 3 1 1 1 —4

Einsetzen ~» d=8/(4V2)=+?2

S o E



(ii) Punkte kiirzesten Abstands:
y—X1(1,2,1)Y, y—Xx1(1,-2,1)' < lineares Gleichungssystem
0 = (((4, 1,4) + t(1,-2,1)%) — ((1,1,3) + (1,2, 1)t)) (1,2,1)F

= 10—-2t—-6—06s

0 = (414 +¢(1,-2,1)) = ((1,1,3)" +5(1,2,1)}) ) - (1, -2,1)"
= 6+6t—2+2s

Losung s=1,t=—-1 ~~

¥=(1,1,3)'+1-(1,2,1) = (2,3,4),, y=(3,3,3)

Probe
Vergleich mit dem berechneten Abstand

V22d=1|y-%=(1,0-1)=vI+t0+1 v

I A 129 / 1
Beispiel

Bestimmung des Abstands d sowie nachstgelegener Punkte X, Y fiir die
Geraden

g: %=(-1,2,1) +5(=3,3,—-6)t, h:y=(2—1,4)+t(2 —2,4)"

parallele Richtungsvektoren

-3 2
3 | =2
—6 4

~»  Anwendung der Formeln fiir parallele Geraden mit den Punkten
P=(-1,2,1), Q=(2,-1,4)
und den Richtungsvektoren
i=(-3,3,-6), V=(2-24)
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(i) Abstand:

PG x i

d —

|d
Betrag des Vektorprodukts im Zahler
2—(-1) -3 3 -3 9
—-1-2 X 3 = -3 | X 3 = 9
4 —1 —6 3 —6 0

— /81+81+0=09V2

Betrag des Richtungsvektors im Nenner

(—3,3,—6)t =v9+9+36 =3V6

Einsetzen ~~

9v2 3
d=2 %= 7 = V3
L 131 /1

(ii) Punkte kiirzesten Abstandes:
gleiche Abstande fiir alle Punkte X auf g
~»  wiahle X = P =(—1,2,1) € g zur Bestimmung eines
nachstgelegenen Punkts Y € h
y—plo =
0 = (¥- ﬁ)
- ((2 ) t( —2, 4)t - (_17 2, 1)t) ' (_37 3, _6)t
= —33-— 36t 3=0
Einsetzen der Losung t = —1  ~»

y=1(2,-1,4)"—(2,-2,4)* = (0,1,0)"

Probe
Vergleich mit dem berechneten Abstand

V3L d=|PY| = (0= (=1),1-2,0-1)f| =vVI+1+1 v

S Y



Parameterdarstellung einer Ebene

Die Punkte X auf einer Ebene durch
einen Punkt P, die von zwei nicht
parallelen Richtungsvektoren 4 und v
aufgespannt wird, erfiillen

o
PX =si+tv, s,teR. ,

O
Entsprechend gilt

Xi=pi+sui+tv,, 1=1273.

fur die Koordinaten der Ortsvektoren X = p + su + tv.

I A 133 / 1
Beispiel

Punktprobe ((2,—1,0) € E?, (0,—1,2) € E?) fiir die Ebene E durch den
Punkt P = (1,2,3), aufgespannt von den Vektoren & = (2,0, 0)t,
v=(1,1,1)t

Parameterdarstellung

1 2 1
E:(s,t)—p+sdi+tv=1| 2 | +s| 0O | +t| 1
3 0 1

XeE <«
3 Losung (s, t) des iiberbestimmten Gleichungssystems

X=p+su+tv

oder (alternativ)
X — P, d, vV spannen kein echtes Spat auf (< liegen in einer Ebene), d.h.

[X— B, i, V] =0
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(i) X =(2,-1,0):
Einsetzen in die Parameterdarstellung  ~~

2 | 1 2 1
-1 ]=12]|+s| 0 |+¢t]| 1
0 3 0 1

Losen des liberbestimmten linearen Gleichungssystems
zweite Komponente: —1 =24+t — t= -3
erste Komponente: 2=1+2s+(-3) = s=2
konsistent mit dritter Komponente: 0 = 3 + 0 + (—3)
— XecE

I A 135 / 1
(i) X = (0,-1,2):
Anwendung des Spatprodukt-Kriteriums

| 0—1 2 1
0 = K—piav]=| -1-2 -0 ]x]|1
23 0 1
-1 0
= | -3 2 | =4+#0
-1 2
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Drei-Punkte-Form einer Ebene

Eine Ebene E kann durch drei Punkte
P, Q, R, die ein echtes Dreieck bilden,
festgelegt werden. Es gilt dann fiir die
Ortsvektoren der Punkte X

—

XGE A [a_ﬁar_57)?_ﬁ]:0

Das Spatprodukt ldsst sich auch als Determinante schreiben, und man
erhalt das Kriterium

P1 q1 n X1
XcE o p q r xi_ | P2 G 2 X2 —0.
1 111 p3 Gz r3 X3
1 1 1 1
I 4 a4 137 /1

Entwickeln der Determinante nach der letzten Spalte fiihrt auf die folgende
explizite Form der Ebenengleichung

P2 42 IR P1L 41 n P1 41 n P1 41 n
X1| P3 93 I3 |—Xo| p3 Q3 3 |+X3| P2 Q2 N [=| p2 g2 N
1 1 1 1 1 1 1 1 1 p3 q3 13

Die 3 x 3-Determinanten kénnen mit der Sarrus-Regel berechnet werden.
Beispielsweise ist der Faktor von x; gleich

p2Q3 + qor3 + rpp3 — p2r3 — q2p3 — 1qs.

SchlieBlich erhalt man durch Anwendung der Regeln fiir Spatprodukte und
Determinanten eine Reihe dquivalenter Kriterien, z.B.

XecE & [f-%§-xF—x]=0.

Dabei kdnnen p, g, ¥ beliebig vertauscht werden.
|

S 6



Beweis
(i) Geometrische Interpretation:
G— plfr— P (echtes Dreieck) —

[§—p,r—p,Xx—p] =0 <« X—pliegtinder EbenedesDreiecks,d.h. X € E

(i) Aquivalenz der Kriterien:
Invarianz von Determinanten bei Subtraktion von Spalten —

B G 7 X|_|BG-pT-p X-Pp
1 1 1 1 1 0 0 0

Die erste Spalte wurde von den anderen Spalten abgezogen.

Entwickeln der Determinante nach der letzten Zeile (nur ein Term wegen
der Nullen)  ~»

(-1 G—p F—p X-F|=-[G-B7-F%— 7

aufgrund der Darstellung des Spatprodukts als Determinante

Das Vorzeichen des Spatprodukts ist bei dem Kriterium [...] =0
irrelevant.

I 139/ 1
(iii) Umformung des Spatprodukts:

Linearitdt des Spatprodukts bzgl. jedes Arguments —

| =

x|

[5_)?76_)?7F_
[57 F]_[ﬁaqa)? _[57>?7f]+[57)?7)? _
X

g,
[ 767F1 + [)_(767)_(’]4_ [)?7)_(’7?] - [)?7)_()7)_(‘]7

1

analog zum Ausmultiplizieren eines Produktes (a + b)(c + d)(e + f)

Verschwinden des Spatprodukts bei zwei gleichen Argumenten sowie
Vorzeichenanderung bei Vertauschung und Invarianz unter zyklischer
Permutation von Argumenten ~»  Vereinfachung

[5767F]+[)?7675]+[)?757F]_[)?767F]:

[5,7,5]+[5,p,?]+[p,r,X o [q7r7X

bis auf das andere Vorzeichen (irrelevant fiir das Kriterium [...] = 0)
gleiche Terme wie beim Ausmultiplizieren von [ — B, 7 — p, X — p]
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Beispiel
|
Punktproben fiir die Ebene E durch P =(1,2,3), Q@ = (3,2, 3),

R = (2,3,4) sowie Aufstellen der Ebenengleichung
|
Testen von X € E mit den beiden aquivalenten Kriterien

(i) Spatprodukt-Kriterium fiir X = (1,1,2):

Einsetzen und die Definition des Spatprodukts  ~~
3—-1 2—1 1—-1 2 1 0
2—-2 || 3—-2 |,] 1-2 = o, 1 ]| -1
3-3 4 —3 2-3 0 1 —1
2 1 0 2 0
0 1 —1 0 ?
— Xe€E
(Die Eintrage ,, 7" brauchen nicht berechnet zu werden.)
I A 141 /1
(ii) Determinanten-Kriterium fiir X = (2,0, 0):
Pgr x|_
XeE & 111117 0
Einsetzen und Entwickeln nach der letzten Spalte ~~
1322 2 2 s s o
=(-D".213 3 4|4 (-1)".1]2 2 3
>3 40 111 3 3 4
1 1 11

erste Determinante null wegen zwei gleicher Spalten
Berechnung der zweiten Determinante mit dem Sarrus-Schema  ~~

04+ (8+27+12—-9—-24—12)=2+#£0

— X¢E
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(iii) Ebenengleichung:
R
XekE <« O_| 111 1

Einsetzen und Entwickeln nach der letzten Spalte ~~

1 3 2 x4
0 — 2 2 3 X2
o 3 3 4 X3
1 1 1 1
2 2 3 1 3 2 1 3 2 1 3 2
= —x3/!3 3 4|4+x|3 3 4|—x3|2 2 3|+|2 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 3 4
= 2xp —2x3 + 2,
d.h.
E:x3—xp=1
I 4@ 143 /1

Hesse-Normalform einer Ebene

Der Ortsvektor X eines Punktes X auf
einer Ebene E durch einen Punkt P ?
orthogonal zu einem Normalenvektor

I n
n erfullt /I
T—1p [ o
= = Pe P o X

bzw. :

XeE & (R—p)-#A=0, f

d.h. (X —p) L n.

Bei der Normalform wird n normiert und d nicht-negativ gewahlt. Dies
|asst sich durch Division der Ebenengleichung durch |ii|/o mit ¢ € {0,1}
erreichen. Fiir O ¢ E zeigt dann der Normalenvektor ori/|r| vom Ursprung
in Richtung der Ebene und d ist der Abstand der Ebene zum Ursprung.
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Beweis
Berechnung des Abstands vom Ursprung fiir eine Ebene in
Hesse-Normalform,

E:X-(on°)=d>0

(i) Oe E

—> d=0-(0or°) =0 und die Richtung von 7 ist irrelevant
(i) O ¢ E:

wahle X € E als nachsten Punkt zum Ursprung

—> X || oA° und X zeigt von O in Richtung E
+(on°) >0 = X und oii® haben die gleiche Richtung, d.h.
© = on° und der Abstand ist

x| x|

X =%-°=% (oF°)=d

I A 145 / 1
Beispiel
|
Hesse-Normalform der Ebene E durch den Punkt P = (-3, —1,1) mit
Normalenvektor i = (2,1, —2)%, Abstand vom Ursprung und Lage von
Punkten

(i) Hesse-Normalform:

Einsetzen in die Ebenengleichung E: X-n=p-n ~
2 -3 2

X-n=X 1 =2x1+Xxp—2x3, p-n= —1 1 =—-9,
—2 1 —2

d.h.
E:2x1+x0—2x3=-9

Betrag des Normalenvektors (bzw. Koeffizientenvektors) 7:

(2,1,-2)'{=v4+14+4=3 ~» Normierung durch Division durch

A =3

rechte Seite negativ ~»  Vorzeichenidnderung, d.h. 0 = —1
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~»  Hesse-Normalform E : X (0i°) = d mit

T —2/3 i
on°=0—=—= 1 |=| -1/3 |, d=op—==(-1)(—9)/3=3
IR W Al W' A

bzw. (Division der Ebenengleichung durch |r|/oc = —3)
E: —(2/3)x1 —(1/3)x2 + (2/3)x3 =3

(ii) Abstand zum Ursprung:
ablesbar aus der Hesse-Normalform: d = 3

am nachsten zum Ursprung gelegener Punkt P

—2/3 2
F=d(ei)=3 -1/3 | = -1
2/3 2
I A 147 / 1

(iii) Lage von Punkten:

e X = (—b,1,0): Einsetzen in die linke Seite X - (cri°) der
Hesse-Normalform E : —(2/3)x1 — (1/3)x2 +(2/3)x3 =3 ~~

(=2/3)(-5) + (=1/3)(1) +(2/3)(0) = 3
Vergleich mit der rechten Seite d =3 — X € E
o X =(0,-1,5):
(=2/3)(0) + (=1/3)(-1) +(2/3)(5) = 11/3

11/3>d=3 = X & E, X liegt auf der anderen Seite von E
als der Ursprung

e X =(5,0,1):

(=2/3)(5) + (=1/3)(0) + (2/3)(1) = —-8/3

—-8/3<d=3 = X ¢&E, X liegt auf derselben Seite von E
wie der Ursprung
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Beispiel
|
Hesse-Normalform der Ebene durch die Punkte P = (0,2, 1),
Q=(-2,0,2), R=(-1,-1,0).
|
(i) Bestimmung der Ebenengleichung X - i = p - ni:

@ Bestimmung von zwei Vektoren, die die Ebene aufspannen:

—2—-0 —2 —1
i=q—p= 0-—-2 = -2 |, v=r—p= -3
2—-1 1 —1
@ Konstruktion eines Normalenvektors:
—2 —1 (=2)(=1) — (1)(-3) 5
n=uxv=| =2 |x| =3 | = (1)(=1) — (=2)(-1) = -3

1) \-1) \(=2)(=3) - (-2)(-1) 4
@ Rechte Seite der Ebenengleichung:
p-i=1(0,21)"-(5-3,4)=0-6+4=-2

~>  Ebenengleichung E : 5x3 —3xp + 4x3 = —2

I 149/ 1
(ii) Skalierung:

@ Betrag des Normalenvektors:

7| = [(5,-3,4)| = V25 + 9 + 16 = v/50 = 5v/2
—  i° = (5,-3,4)"/(5V2)
@ Vorzeichenkorrektur, da rechte Seite negativ — o=-—1

Division der Ebenengleichung durch |A|/c = —5v2  ~
Hesse-Normalform E : X - (or°) = p - (or°), d.h.

5 3 4 2
X1+ —=Xp— ——=X3 =
5v2 © 0 5v2 0 5V2 0 52

bzw. nach Rationalisieren der Nenner
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Alternative Methode
Verwendung der Darstellung

p2 Qq> I P1 gq1 n P1 dq1 n P1 1 n
X1| P3 93 B3 |—X2| P3 q3 3 |+X3| P2 G2 n |=|p2 G In
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ps g3 3

Einsetzen ~~

2 0 -1 0 -2 -1 0 -2 -1 0 -2 -1
xx|1 2 0 |-—x|1 2 0 |+x3|/2 0 —-1|=]2 0 -1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 0
Berechnung der Determinanten mit der Sarrus-Regel, z.B.
2 0 -1
12 0 |=2-2-140+4(-1)-1-1-0-0—-(-1)-2-1=5
1 1 1
A
E:5xg—3x+4x3 = —2
anschlieBende Skalierung auf Hesse-Normalform wie in (ii)
I A 151 / 1

Beispiel
|

Parameterdarstellung mit orthonormalen Richtungsvektoren fiir die Ebene

2 2 1
E : §X1—§X2—§X3:6

Ebenengleichung ist in Hesse-Normalform, denn der Koeffizientenvektor n
ist normiert,

7] =1(2/3,-2/3,1/3) = \/4/9+4/94+1/9=1

und die rechte Seite d = 6 (Abstand vom Ursprung) ist nicht-negativ
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Konstruktion einer Parameterdarstellung

E:X=p+su+tv, s, telR

@ Kanonische Wahl fiir p:
Ortsvektor des Punkts kiirzesten Abstands vom Ursprung, d.h.,

2/3 4
P=di=6| —2/3 | =| -4
1/3 2

alternativ (anderer Ortsvektor): zwei Komponenten null setzen und in
die Ebenengleichung einsetzen, z.B.

2
pp=p3=0 ~ §P1=6, d.h.p1 =9
e T

@ Erster Richtungsvektor:
beliebige Wahl einer zu n orthogonalen Richtung d, z.B. durch
0/1-Vorgabe von zwei Komponenten:

2 2
b=1,13=0 ~ oéﬁ-a=§ul—§-1+o,d.h.ulz1
und nach Normierung

@° = (1,1,0)/v2

e Zweiter Richtungsvektor:
Bilden des Vektorprodukts mit dem Normalenvektor ~»  zweite
Ebenenrichtung v, orthogonal zu 4° und n:

SPPDPIY [ IV () IR B
= u = — —_ [ —_—
S\ 1 V2o ) 32\ 4
bereits normiert, da |ii x 0°| = || |d°| sin <(A, 4°) = 1 wegen der

Normierung und Orthogonalitdt von n und &°
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mogliche Parameterdarstellung

X1 4 1 —1
E: [ x | = -4 |+s| 1 /\/§+t 1 /(3\/5)
X3 2 0 4
IS 4 155 / 1

Beispiel
|

Schnittpunkt der Gerade g : X = (5,6, 3)" + t(1,4,2)" mit der Ebene
E:xg—2x%+3x3=4

Einsetzen der Parametrisierung der Gerade,

(x1,%2,x3)" = (5,6,3)" + t(1,4,2)" = (5 + t,6 + 4t,3 + 2t)",

in die Ebenengleichung  ~~

(54+t)—2(6+4t)+3(3+2t)=4 = 2—t=4

Vereinfachung

Einsetzen der Losung t = —2 in die Parametrisierung der Gerade ~~
Ortsvektor des Schnittpunkts X

X =(56,3)"+(-2)(1,4,2)" = (3,-2,-1)"
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Abstand eines Punktes von einer Ebene

Der Abstand eines Punkts P von einer
Ebene

E:X-n=d

mit Normalenvektor n ist

dp =|p-n—dl|/|n].

dl /|7l
Insbesondere ist dp = |d|/|i| der Ab- | ]/\n[

stand der Ebene vom Ursprung O. OE
Der nachstgelegene Punkt X € E zu P wird als Projektion von P auf E
bezeichnet und hat den Ortsvektor

p-n—d

X=p— si°, s= S —ode

mit o = sign(p - n — d) und n° = n/|n| dem normierten Normalenvektor.
gnip
. 157 / 1

Fiir eine Ebene in Hesse-Normalform ist d > 0 und || =1, d.h. i = A°,
und die Formeln haben die einfachere Form

dp=|p-fi—d|,do=d, ¥=p—(p-7i—d)i.
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Beweis
(i) Projektion X:
XPln =
X=p—sn°, [ =i/l|n

Ebenengleichung fir X ¢ E —

_(s#°)-F=d

3!

—B-

Sl

X -

—

i° - i = |n|, Auflésen nach s ~»  Ausdruck fiir die Projektion

3!

B-A—d B-A—d

Ss=———, X=p— ——7°
|7 7l
(ii) Abstand:
5-F—d 5-F—d
dP:‘ﬁ‘:‘ﬁ_)_d: Lﬁo _ ’P n_) ‘
|7l A=t [A]
I 159 / 1

Beispiel

Abstand des Punkts P = (2, —4,5) von der Ebene
E:xg—3x%+2x3=—4
und Projektion X von P auf E

(i) Abstand:

57— d|
B

dp =

Einsetzen von g = (2, —4,5), Normalenvektor (= Koeffizientenvektor der
Ebenengleichung) i = (1, —3,2)', d = —4 (rechte Seite der
Ebenengleichung)  ~~

(2,-4,5)" - (1,-3,2)" — (—4)|

do =
P (1,-3,2)t]
_ l(2+12+10)+4] _ 28 Wy
V1I+9+4 V14
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(ii) Projektion:

o=sign(p-ni—d)=sign(28) =1, i° =n/|i| = (1,-3,2)'/vV14 ~~

> 1
= | =4 | -evie | -3 | /v
5 >
> 1 0
— | 4|2 3 |=|2
5 2 1
I 4000 161 /1

(iii) Berechnung ohne Anwendung der Formeln:
Einsetzen des Ansatzes

X=p—ti=(2,—4,5)"—t(1,-3,2)"
fiir den Ortsvektor der Projektion in die Ebenengleichung
E:xg—3x%+23=—4 -~

(2—1t)—3(—4+3t)+2(5—-2t) = —4

bzw. nach Umformung
24 — 14t = —4
mit der Losung t = 2

Einsetzen in den Ansatz ~~

2 1 0
X=| -4 |-2| -3 |=1]2
5 2 1

Abstand der Projektion X von P ~~

dp = [XP| = (2, —4,5)t — (0,2,1)] = |(2, —6,4)t| = v/56 = 2v/14
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Schnitt zweier Ebenen

A

Zwei Ebenen 1
Ep,: X-ng=dy, k=12, 5

schneiden sich genau dann in einer Ge- g

raden g, wenn die Normalenvektoren
n1, n> nicht parallel sind.

Fiir den kleineren der beiden Schnittwinkel, ¢ € (0,7/2], gilt

COoSs :—|51.ﬁ2’
STAIEA N
IS 163 /1

Die Schnittgerade g hat die Richtung
= ﬁl X ﬁg .

Einen Punkt P auf g kann man durch simultanes Einsetzen in beide
Ebenengleichungen bestimmen,

iy =di, p-nm=ds,

Tl

und mit einer Lésung (p1, p2, p3)t des resultierenden unterbestimmten
linearen Gleichungssystems erhalt man die Parameterdarstellung

g: X=p+ti, teR.
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Beispiel

Schnitt der Ebenen durch die Punkte @ = (1,2,0), @ = (0,1, 3) mit den
Normalenvektoren ri; = (1,—1,0)%, i = (0, —1, 1)t

Schnittwinkel
|ﬁl-ﬁ2| |1-0-|—(—1)(—1)-|—0-1| 1
COS('O = = = —_= = —
|| 2] V22 2
— p=7/3
Richtung der Schnittgeraden g

1 0 -1
U= n1 X iy = —1 X -1 = -1
0 1 1
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Bestimmung eines Punkts P auf g durch Losung der Ebenengleichungen
Ex : P nk = Gk - Nk
Einsetzen von @i - iy = (1,2,0)*-(1,—1,0)* = —1 und
g> - =1(0,1,3)*-(0,-1,1)* =2, ~»

Evy:pr—pp=-1, E: —pr+p3=2
unterbestimmtes Gleichungssystem, eine Komponente frei wahlbar, z.B.

p2=0 ~ pr=-1p3=2

resultierende Parameterdarstellung der Schnittgeraden

—1 —1
g X=p+ti= 0 +t| -1 ], teR
2 —1
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Beispiel

Winkel zwischen Flachen eines regelmaBigen Tetraeders mit Eckpunkten
A=(1,0,0), B=(-1,0,0), C =(0,1,v2), D = (0, —1,2)

Kontrolle der Seitenldangen

AB|= /(-1 - 12+ 0+ 0=2, [AC|=\/(-1) + 1 + (V2P —2, ... v

Winkelberechnung z.B. fiir die Ebenen durch A, B, C und A, B, D
Normalenvektoren

i = ABxAC = (=2,0,0)tx (-1,1,v2) = (0,22, —2)t
o = ABxAD = (=2,0,0)tx (-1,—1,v2)t = (0,2v2,2)t
Schnittwinkel

A4 1

cos(p) = ——= = = —
)= TRl = Vv 3

~ = 70.53°
I A 167 / 1
Ellipse

Fiir die Punkte P = (x, y) auf einer Ellipse ist die Summe der Abstiande zu
zwei Brennpunkten Fi konstant:

—_— —_—
’PF_‘ + ’PF_|_’ = 23

—
mit 2a > |F_FL]|.
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Ist F = (££,0), so gilt fiir die kartesischen Koordinaten

und

T 1- (f/a)? cos? ¢

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P.
Eine Parametrisierung der Ellipse ist

x =acost, y=bsint

mit t € [0, 27).
_____________________________________________________________________________________________________________________________|
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Beweis
(i) Aquivalenz der Darstellungen:

— —
|PF_| + |PFy| =2a PN X—2_|_y_:1, p2 — 32 _ f2

Quadrieren von

22— |PFZ| = 22— \/(x + )2+ y2 = /(x — )+ y2 = |PF.]

J

~"

>0

und Vereinfachung ~-  dquivalente Form der linken Gleichung

43° + 4xf = 43\/(X + )2 4 y2
——
>0
erneutes Quadrieren und Division durch (4a)? ~
f2
a2—|—2x7"—|——2x2 = x2 4 2xf + 2 + y?
a

Substitution von f2 = a%2 — b2, Division durch b*° ~~»  Koordinatenform
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(ii) Polarform:

b2
2 pr—
1—(f/a)?cos?p

Multiplikation mit dem Nenner und Substitution von

r

2 2 2

rP=x>+y% f>=a*—-b° r?cos’(p)=x>

a’ —b* ,

X242 2= 2

32

Koordinatenform nach Division durch b?

I A 171/ 1
Beispiel

Reflektion von Brennpunktstrahlen: Ein von einem Brennpunkt
ausgehender Strahl wird von der Ellipse in den anderen Brennpunkt
reflektiert; die Strecken W und PF_ bilden mit der Tangente im Punkt
P den gleichen Winkel.
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Herleitung der Reflektionseigenschaft:
Hilfspunkt @ # P auf der Tangente g auBerhalb der Ellipse @~ —

e T TR
2a = |PF_| + [PFy| < |QF | + |QF|

— — —
Ersetzen von PF; durch das Spiegelbild PR an g~  |PFi| = |PR|
und |QFL| = |QR)|, da ebenfalls QR Spiegelbild von QFy ist
Einsetzen in die Ungleichung ~~

PF’| + |PR| < |QF'| + |QR| ¥Qeg

—>  F_, P, R kollinear, bzw. <(F_PQ) = « (gleiche Winkel der
Brennpunktstrahlen mit der Tangente)

I 173/ 1
Parabel
___________________________________________________________________________________________________________________|
Die Punkte P = (x, y) auf einer Parabel haben von einem Brennpunkt F
und einer Leitgerade g den gleichen Abstand f.
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Ist F =(0,f) und g : y = —f, so gilt fiir die Koordinaten

4f y = x?

und :
4f sin
r

cos? ¢

fur die Polarkoordinaten der Punkte P.
|
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Beweis
(i) Aquivalenz der Darstellungen:
Gleichsetzen der quadrierten Abstinde  ~»

PEP =3 4 (y = £ = (v + )7 = (dist(P. )’

Vereinfachung  ~~

x? =4fy
(ii) Polarform:
Substitution
X =rcoswp, y=rsing
PUNN

r? cos? ¢ = 4f rsing
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Beispiel

Biindelung senkrecht zur Leitgerade einfallender Strahlen im Brennpunkt

177 /1

Herleitung der Reflektionseigenschaft, d.h.
a=<(F,P,R) = <(Q,P,R)

(<(Q, P, R) ist Gegenwinkel zum Winkel des senkrecht einfallenden
Strahls mit der Tangente, d.h. Einfallswinkel = Ausfallswinkel)

et = ((5)-(7))+(0)-(%))
= (5 )= (/e )

— $+ Q? | (1,x/(2f))*, der Richtung der Tangente im Punkt

(
P = (x,x%/(4f)), d.h.
ﬁ + ? = sﬁ
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Berechnung der Winkel mit Hilfe der Vektorprodukts

FP x RP|

|FP||RP|

gmmpm__@%ﬁﬁ:mﬁ—ﬁwﬁﬁJﬁxﬁ|
- QP||RP| QP||RP| QP||RP|

|FF5\ = ]QFS] (definierende Eigenschaft der Parabel) =  Gleichheit
der Winkel, die beide kleiner als /2 sind

sin<(F,P,R) =

I 179/ 1
Hyperbel
___________________________________________________________________________________________________________________|
Fiir die Punkte P = (x, y) auf einer Hyperbel ist die Differenz der
Abstinde zu zwei Brennpunkten F1 konstant:

— =
IPF.| — |PF,|| = 2a

s
mit 2a < |F_FL|.
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Ist F1 = (+£f£,0), so gilt fiir die Koordinaten
G A b? =% — a2,

und ,
5 b

~ 1—(f/a)?cos? p

fiir die Polarkoordinaten der Punkte P. Die Asymptoten haben die
Steigung +b/a.

Parametrisierungen der Hyperbelaste sind

x = Facosht, y = bsinht

mit t € R.
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Beweis
(i) Aquivalenz der Darstellungen:

PE.|— |PFi| =422 = X Y 1, ®=f_2

Quadrieren von

— —>
PFZ|F2a=/(x + )2 +y2 F2a=/(x — F)2 + y2 = |PF}

~"

>0

und Vereinfachung ~»  3aquivalente Identitidt zur linken Gleichung:

43° + 4xf = i4a\/(x + )2 4 y2

erneutes Quadrieren und Division durch (4a)? ~

f2
a2+2xf—|——2x2:X2+2xf+f2—|—y2
a

Substitution von f2 = a2 + b2 und Division durch b2  ~
Koordinatenform
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(ii) Polarform:
r?=— ik
 1—(f/a)2cos? ¢

Multiplikation mit dem Nenner unter Beriicksichtigung von

r2:x2+y2, f2 = a° + b2, X = rcos

X242 —

Division durch —b*> ~~»  Koordinatenform
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Beispiel

Positionsbestimmung durch Zeitdifferenzen 2a; , synchroner Radiosignale
von Sendestationen F;

Position P: Schnittpunkt von
Hyperbeln

|PFi| — |PR| = 2a15
|PF3| — |PF4| = 2a34

konkrete Daten
Fr =(-2,0), [, =(2,0), F3=(0,-3), F4 =(0,3)

sowie ajp = az4 = 1
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~+  Hyperbelgleichungen

X< — =1, y"——=1

2)/_2 2X2
3 8

(fP=a?+bP mita=1lund f=2bzw. f =3 ~ b =+/3 bzw.
b= /8)
Losen des linearen Gleichungssystems fiir x> und y2  ~~

5> 32 5 27

XZ%? y:2_3

Losung auf dem Schnlttpunkt des zu F> bzw. F4 nachsten Hyperbelasts
(312 >0 — ‘PFl‘ > ’PFQ’ az 4 > 0 — ‘PF3| > ’PF4D

= (x,y) = (1/32/23,1/27/23)
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