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Skalarfeld
Ein Skalarfeld
P U(P)

ordnet jedem Punkt P des Definitionsbereiches D eine reelle Zahl U zu.

Alternative Schreibweisen sind
U=d(x,y,2), U=U("),

wobei (x, y, z) die Koordinaten und r der Ortsvektor von P sind.
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Zur Visualisierung kénnen die Niveaumengen
U(P) = const

oder Einschriankungen auf achsenparallele Ebenen verwendet werden.

Skalar- und Vektorfelder Skalarfeld 1-2



Vektorfeld

Ein Vektorfeld
P — F(P)

ordnet einem Punkt P des Definitionsbereichs D einen Vektor F zu.

Alternative Schreibweisen sind
F=®(x,y,z), F=F(),

wobei (x, y, z) die Koordinaten und r der Ortsvektor von P sind.

Die Komponenten von F beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems
werden mit (Fy, Fy, F,) bezeichnet:

F = F.é& + F,& + F,&

mit & = (1,0,0)t, & = (0,1,0)t, und & = (0,0, 1)t.
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Zur Visualisierung kdnnen Richtungsfelder oder Feldlinien verwendet
werden.

Bei einem Richtungsfeld werden die Vektoren F(P) mit dem Punkt P in
Form von Pfeilen P — P + F assoziiert.

Feldlinien sind Kurven, die in jedem Punkt tangential zu dem
Richtungsfeld sind.
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Vektorfelder in Polarkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt (x,y) = (rcos¢, rsin ) bezogenen
orthonormalen Basis

L [ cosyp L [ —sing
A ( sin ) ’ ew—( cosgo)
besitzt das Vektorfeld
F = Fxé& + Fyg,

die Darstellung
F=F.& + F,&,

mit
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Beispiel:

Vektorfeld einer Quelle : B
F=1(r)é

f beschreibt die Stirke des Feldes im Abstand r vom Ursprung.

f(ry=1/r ~ o
~ . \\‘ . // ) .
F - <%COS¢> BRSNS
FSsing T T - "
x TN NN
= ij/‘y2 <l
—X2+y2 , ' \ R
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Vektorfeld eines Wirbels:

F=f(r)e,
- o
f(r)y=r ~ _ 7 T~ N\
/ , N \
/ v e \\ \
- —rsinep /o P t
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Vektorfelder in Zylinderkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt (x,y,z) = (ocosp, gsinp, z) bezogenen
orthonormalen Basis

Cos —sing 0
&= | sinp |, & = cosp |, &=|(20
0 0 1

besitzt das Vektorfeld
F = Fx& + F /8, + F,&

die Darstellung
= s T

mit

v
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Beispiel:

(i) Darstellung des Vektorfeldes

X —yz
F=| y+xz
z

in Zylinderkoordinaten:

0COSp — psinpz
F=1 osing+ocospz | =p€,+ pze, + z&,
z

Die Koeffizienten F, = o, F, = pz, F, = z sind unmittelbar ablesbar.
alternativ: Berechnung als Skalarprodukt, z.B.

0Ccosp — gsinpz cos
Fo=F-&=1| osinp+pcospz |-| sing | =p
z 0
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(ii) Darstellung des Vektorfeldes

F:Q_‘Q_F ¢+gz

in kartesischen Koordinaten:

cos —sing 0
F = o sinp |+ Cos 0
0 0 1

) [V

PCOS Y —sIin Y /x2+y?

= osinptcosp | =| y+ ==

1 \1/X +y

(cosp = x/r,sinp=y/r)
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Vektorfelder in Kugelkoordinaten

Beziiglich der auf den Punkt (x,y,z) = (rsind cos ¢, rsindsin g, r cosd)
bezogenen orthonormalen Basis

sin ¥ cos ¢ cos ¥ cos —sinyp
& = | sindsing |, €& =| costsinp |, €,= cos
cos v —sind 0

besitzt das Vektorfeld
F = Fx& + F,& + F,&

die Darstellung
F:Fré;’+Fﬂgﬂ+F¢é'¢
mit
Fr=F-&,Fs=F-é&,F,=F-¢&,.

v
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Beispiel:
(i) Vektorfeld in kartesischen Koordinaten:
X —yz

F = y+xz
V4

Darstellung in Kugelkoordinaten

rsin? cos ¢ — rsin¥sin @ r cos ¥

F(r,9,¢) = rsindsin + rsind cosp r cos v
rcos v
sin 1 cos —singp
= r| sindsing | +r?sindcos?d Cos
cos v 0
~- N——
& &,
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(ii) Vektorfeld in Kugelkoordinaten:
réy + é:p
Darstellung in kartesischen Koordinaten

rcos v cos p — sin @ 1 zZx —y
rcosvsinp +cosy | = ——— zy +x

—rsind VX2 +y? —(x2+y?)

verwendet:

z
Z, cos = —, sind =
0 r

mit 0 =/x2+y% r=/x2+y2+2°

X .
Ccosp = —, sinp = =
0 r
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Gradient

Der Gradient eines Skalarfeldes U wird durch

8)(U
gradU= | 0,U
8zU

definiert.

Er ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und gibt
die Richtung des starksten Anstiegs des Skalarfeldes an.
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Alternativ lasst sich der Gradient von U(P) als Grenzwert von Integralen

uber die Oberflache S eines den Punkt P enthaltenden raumlichen

Bereichs V' definieren:
1 .
li d
diam V0 vol V //U >
S

wobei das vekorielle Flichenelement dS nach auBen orientiert ist.

Dies folgt aus einer Variante des Integralsatzes von GauB und zeigt
insbesondere die Invarianz des Gradienten unter orthogonalen
Koordinatentransformationen.
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Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes
F = F& +F,E +F,&

wird durch
d|VF:axe+8yFy+8ZFZ
definiert.

Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und
entspricht physikalisch der Quelldichte des Vektorfeldes.
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Alternativ |dsst sich die Divergenz eines stetig differenzierbaren
Vektorfeldes F(P) als Grenzwert des Flusses durch die Oberfliche S eines
den Punkt P enthaltenden rdumlichen Bereichs V definieren:

lim

F-d
diam V—0 vol V // S

wobei das vektorielle Flichenelement dS nach auBen orientiert ist.

Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von GauB und dem Mittelwertsatz
und zeigt insbesondere die Invarianz der Divergenz unter orthogonalen
Koordinatentransformationen.
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Beispiel:
(i) Zentrales Kraftfeld:
F = y | =ré
z

divF =9+ 0y +9,z=1+1+1=3
(ii) Wirbelférmige Stromung:
R -y
F= x | =o€,
0

divF = 0 (—=y)+ 0yx+0,0=0+0+0=0
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Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes

F = Fié + F, & + F,&

wird durch
. o0y F, — 0.F,
rot F = 0, F — OxF,
BLAT — bl
definiert.

Sie ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen und
entspricht physikalisch der Wirbeldichte des Vektorfeldes.
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Benutzt man die Indexschreibweise

so lasst sich die Rotation mit Hilfe des e-Tensors in der Form
3
rot F) = Eijk O;F
( : Z bk STk
Jk=1

schreiben. Diese Definition ist unter anderem bei der Manipulation von
Summen vorteilhaft.
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Die normale Komponente der Rotation eines stetig differenzierbaren
Vektorfeldes F an einem Punkt P l3sst sich als Grenzwert von
Arbeitsintegralen definieren:

—0 = . 1 = -
(o e EI) = daar'ér?ﬁo area S /F dr
C
Dabei wird der Grenzwert iiber eine Folge reguldrer Flichen S mit
orientiertem Rand C : t +— r(t) gebildet, die alle den Punkt P enthalten
und dort die Normale i haben, wobei der gréBte Abstand zweier

Flachenpunkte (diam S) und damit auch der Facheninhalt gegen null geht.

Das Skalarprodukt auf der linken Seite wird als Wirbelstarke von F um
A(P) bezeichnet und ist fiir A(P) || rot F am groBten.
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Die geometrische Charakterisierung der Rotation folgt unmittelbar aus
dem Satz von Stokes und dem Mittelwertsatz. Sie zeigt insbesondere, dass
rot F invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen ist.
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Fiir ebene Vektorfelder F setzt man
rot F = OxFy — Oy Fy .

Dies entspricht der Definition fiir raumliche Vektorfelder, wenn man eine
zusatzliche dritte Komponente F, = 0 einfiihrt und die Rotation in R3 wie
oben berechnet. )
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Beispiel:

(i) Zentrales Kraftfeld:

. X ~ Oyz — 0y 0
F=|y |=r&, rotF=| O, x—0xz | =0
z Oxy — Oy x 0

(i) Wirbelformige Stréomung:

. -y . 0,0 — 0,x 0
F = x | =06, rotF=| 0,(—y)—00 | =10
0 Oxx — Oy(—y) 2
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Beispiel:

lillustration der geometrischen Definition fiir

F= X , rotF=1 0
0 2

S: Kreisscheibe in der xy-Ebene mit Rand C, d.h.
acost

S:x*4+y?’<a®, C:twHt)=| asint
0
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dr=F(t)dt, F(t) = (—asint, acost, 0)' ~~

1 2r [ _asint —asint
lim F.dr lim — acost acost dt
diamS—0 area S a—0 Ta
c 0 0 0
2 9
) 1 . 2ma
I|m—2 a2 dt = lim > =2
a—0 mTa a—0 ma
0
in Ubereinstimmung mit
0 0
nrotF=10]-| 0 | =2
1 2
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Laplace-Operator

Fiir ein Skalarfeld U bezeichnet

o’U  9*U  QPU
+

AU = div(grad U) = 52 + oy t a2

den Laplace-Operator.
Wie Divergenz und Gradient ist A invariant unter orthogonalen
Koordinatentransformationen. )
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Rechenregeln fiir Differentialoperatoren

Fiir raumliche Vektorfelder I-j G und riumliche Skalarfelder U, V gelten
folgende Rechenregeln.

Bei der Hintereinanderschaltung von Gradient, Divergenz und Rotation gilt
e rot(grad U) =0
o div(rot F) =0
o rot(rot F) = grad(div F) — AF
wobei der Laplace-Operator einer vektorwertigen Funktion
komponentenweise zu interpretieren ist, d.h.

AF = AFE, + AF,&, + AFE, .
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Bei der Differentiation von Produkten gilt
e grad(UV) = Ugrad V + V grad U
o div(UF) = UdivF + F - grad U
o div(Fx G)=G-rotF —F -rot G
e rot(UF) = Urot F — F x grad U
Analoge Identitaten gelten auch fiir ebene Felder. Formal erhalt man die

entsprechenden Formeln, wenn man die dritte Komponente der Felder null
setzt und nur von x und y abhingige Funktionen betrachtet.
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Beweis:

(i) rot(grad U) = 0:
x-Komponente

dy(grad U), — 0;(grad U), = 0,0,U — 0,0,U =0

Analog verschwinden die y- und z-Komponenten.
(i) div(rot F) = 0:
Definition der Rotation mit Hilfe des e-Tensors  ~~

div( rotF Za Zs,dkaFk—Ze,JkﬁaFk

ij,k

Vertauschung der Indizes i,j —

> Za,,kaaFk_—Z

ij,k i,k 88 F i,k

also divrot F = 0
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(iii)  rot(rot F) = grad(div F) — AF:
x-Komponente

8y (rot F), — 8,(rot F), = (8,04 F, — 8,0, Fy) — (8,0, Fx — 8,0xF)

addiere und subtrahiere den Term 0,0y Fx
~  erste Komponente der behaupteten Formel:

dy(div F) — AF,

analoge Behandlung der anderen Komponenten
(iv) grad(UV)= UgradV + Vgrad U
Produktregel —

o(UV) = (0kU)V + U(0,V)
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(v) div(UF)= UdivF + F - grad U:
Produktregel —
div(UF) = 0.(UF) + d,(UF,) + 8,(UF,)
= UO«F«+ U0, F, + UO,F, + F,0xU+ F,0,U + F,0,U
= UdivF+F-gradU
(vi) div(Fx G)=G-rotF —F-rotG:
Definition des Kreuzproduktes und Produktregel — ~~
div(F x G) = _eiju ((8:F) G + [F(0:Gi)))
ik
Zyklizitdt von ¢ und Vertauschung von i,j im zweiten Term [...] ~
Zé‘k’i,ijafFj + Z Ejik Fiaij
ik ik _Evi,j,k

~+  behauptete Formel
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(vii)  rot(UF) = Urot ﬁ: F x grad U:
x-Komponente von rot(UF),

0y(UF;) — 0,(UF,) = (0, U)F, — (0, U)F, + UD, F, — UD,F, ,
entspricht x-Komponente von
Urot F + (grad U) x F

zyklische Vertauschung ~~  behauptete Identitat
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Beispiel:

.

illustriere die Identitit rot(UF) = Urot F — F x grad U fiir
U:Z’ ,'::(—y,X,].)t
(i) Linke Seite:

—yz 0—x —X
rot(UF)=rot| xz | =| -y—-0 | =| -y
z z+z 2z
(i) Rechte Seite:
L -y -y
UrotF —F xgradU = zrot X — X x grad z
1 1
0-0 -y 0 0
= z| 0-0 | - X x| 0 | = 0
1+1 1 1 2z
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Beispiel:

lllustration der Identitit rot(rot F) = grad(div F) — AF fiir das Vektorfeld
2

X°z
F=1[ y*x
%y
(i) Linke Seite:
Xz 220 2y
rot [ rot [ y°x =rot| x>-0 | =] 2z
2%y y2 -0 2x
(ii) Rechte Seite:
Ax’z 2z 42y 2z 2y
grad(2xz2yx+2zy)—| Ay*x | = 2x+2z |-| 2x | = 2z
AZ%y 2y + 2x 2y 2x
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Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten

Fiir Zylinderkoordinaten
X =pC0sp, y=opsinp, z=2z
gelten fiir raumliche Skalarfelder
U=%(0,¢,2)

und Vektorfelder .
F—F;e, + F e, - Fse

die Transformationsregeln
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1
gradU = 0,%9¢, + and)e_zp + 0,€, ,

o 1 1
divF =~ 0y(0Fe) + L0,F, + 0:F:,

= 1
ot F = <58¢Fz - 8ZF¢) &, + (0.Fy — 9,F,) &,

1 -
+E (aQ(QF‘P) - 890’:@) €z
sowie

AU = %ag(gagcb) 4 é@gﬁ + 20,
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Beispiel:
(i) Axialsymmetrisches Skalarfeld:

U=®(0), o=x2+y?

Gradient und Laplace-Operator
1
grad U = gdé, = ¢'¢,, AU= Eag (00,8) = &" + o710/

Spezialfall U = p° ~

X
gradU = sp° 16, =s(x2+y?)> 1 | y
0

AU = 52@5_2
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(ii) Quellenférmiges Vektorfeld:

ﬁ:¢(9)ég
Divergenz
=2 1 _
divF = 539 (o) =4+ o710
Spezialfall F = p%¢, ~

divF = (s+1)¢°}

divergenzfrei fiir s = —1 bis auf die Singularitat im Ursprung
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(iii) Wirbelformiges Vektorfeld:

F= v(0)€,
Rotation
| 0
rot F = =0, (o) € = 0
¢ W 4o
Spezialfall F = ¢°¢, ~»
. 0
rot F = 0
(s+1)o* !
rotationsfrei fiir s = —1 bis auf die Singularitdt im Ursprung
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Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten

Fiir Kugelkoordinaten
x =rsindcosy, y=rsindsing, z=rcosv
gelten fiir raumliche Skalarfelder
U=d(r,v,¢)

und Vektorfelder
F=F.é& + Fsés + Fo €,

die Transformationsregeln
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gradU = 0,%¢ + %&wbe"ﬂ + ﬁ@wdDé;,,
divF = riza, (rPF) + %a@, + ﬁaﬂ (sin9Fp),
rot F = rsiln 3 (O9(sinOF,) — 0,Fy) €
+ﬁ (8,F, — sin 90, (rF.,)) &

1
+; ((9,(ng) — 60F,) e_;p
sowie

1, 1, 1 _
AU = r28r (r’o,®) + 2 sin2198‘p¢ + Sinﬁaﬂ (sin 9Oy P) .
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Beispiel:
(i) Radialsymmetrisches Skalarfeld:

U=d(r), r=x24+y2+2°

Gradient und Laplace-Operator

1 2
grad U = 0,08, AU = 50, (r70,0) = &" + ~¢f
Spezialfall U =r°* ~»
X
gradU = sr°le =s(x?+ y? +22)s/2—1 y
z
AU = s(s+ 1)rs_2
harmonisch fiir s = —1 bis auf die Singularitat im Ursprung
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(ii) Quellenférmiges Vektorfeld:
F=y(re

Divergenz
P 1 2 ;2
divF = —28,(r 1/1) =y + -9
r r

Spezialfall F=r¢ -~

divF = (s +2)rs1

divergenzfrei fiir s = —2 bis auf die Singularitdt im Ursprung
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Kurvenintegral eines Skalarfeldes

Fiir eine Kurve C mit regularer Parametrisierung

x(t)
[a,6] 5 t = (t) = | ¥(¢)
z(t)

und ein Skalarfeld U wird das Integral

/ / UAE) (Bl de, 171 = /P + 0P+ (2.

als Kurvenintegral von U iiber der Kurve C bezeichnet.
Der Wert des Integrals ist unabhangig von der Parametrisierung,
insbesondere auch von der Orientierung.
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Ein Weg
x(t)
C:la,bl>t—rt)=| y(t)
z(t)
ist eine Kurve mit festgelegtem Durchlaufsinn, der im Allgemeinen durch
Pfeile angedeutet wird.
Man sagt, die Kurve verlauft von A = (x(a), y(a), z(a)) nach
B = (x(b), y(b), 2(b).

Gilt A = B, so spricht man von einem geschlossenen Weg.

Integration Weg
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A2 = BQ
LD
C,

A1:Bl

nicht zusammenhangender
Weg C=CG + G

o)) ‘——

zum Teil mehrfach durchlaufener
Weg C=G+G-G+G

offener Weg —C mit
umgekehrter Durchlaufrichtung

Integration

Weg
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Fiir zusammengesetzte Wege ist die Notation
G+ +GCn

gebrauchlich.

Dabei konnen einzelne Wegstiicke mehrfach durchlaufen werden

(- G # U G), und die Vereinigung der Wege muss nicht
zusammenhangend sein.

SchlieBlich bezeichnet man mit —C den in entgegengesetzter Richtung
durchlaufenen Weg C.

Integration Weg



Arbeitsintegral eines Vektorfeldes

Fiir einen Weg C mit regularer Parametrisierung

x(t)
[a,b] 5 t = r(t) = | ¥(t)
z(t)

und ein Vektorfeld F wird das Integral

als Arbeitsintegral bezeichnet.
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Es entspricht dem Kurvenintegral der Projektion F;: von Fin tangentialer
Richtung,

und ist unabhangig von der Parametrisierung bei gleichbleibender

Orientierung des Weges.
Bei Umkehrung der Durchlaufrichtung von C andert sich das Vorzeichen

des Integrals.

Integration Arbeitsintegral
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In Komponentenschreibweise hat das Arbeitsintegral die Form

/dex+Fydy+dez
C

mit dx = x/(t) dt, dy = y'(t) dt, dz = Z/(t) dt und F,, F,, F, den
Komponenten von F.
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Beispiel:
Beim Durchlaufen des Viertelkreises
_( x(t) \ _ [ cost
- (1) = (). e,
im Kraftfeld

wird die Arbeit
/2

/2 .
o= [roon o [(5h) ()

C 0
/2
= / —2costsintdt = [cos2 t]g/2 =-1
0
verrichtet.
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Beispiel:
Fiir ein Geradenstiick

C:t—r(t)=p+td, te]lab

ist . .
F'(t) =d, dr=ddt.

DefinitionsgemaB ist somit fiir ein Vektorfeld F die verrichtete Arbeit
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Beispielsweise ist fiir

5:(?),&:(%), telab]=[0,3]

A(t) = (x(t), y(t)) = (t, 1+ 2t)* und fiir

()
xX“+y
die verrichtete Arbeit

3 3
2t(1 4 2t) 1 B )
/(t2+1+2t> (2>dt = /6t +6t+2dt
0

0
— [288 4382 +2t]] =87.
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Flachenintegral eines Skalarfeldes

Fiir eine Flache S mit reguldrer Parametrisierung

x(u, v)
D> (u,v)— fu,v) = ygu, V;

und ein Skalarfeld U wird das Integral

//UdSz/ U(F, v)) |(u, v)| dudv, 7= 8,7 x ByF,
S D
als Flachenintegral von U iiber S bezeichnet.

Der Wert des Integrals ist unabhangig von der Parametrisierung,
insbesondere auch von der Orientierung des Normalenvektors .

Integration Flichenintegral
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Beispiel:
Integral eines linearen Skalarfeldes U = p- 7 liber ein Dreieck
D:(u,v)— Au,v)=3+ulb—3)+v(¢—4a)

mt0<u<l1l,0<v<1—u
Normale (konstant)

A= 0,7 x O,F = (E— *) % (€— &), |A|=2areaD

~»  Flachenintegral

1 1-u
/://ﬁ-<3+u(5—5)+v(5—5)> 2area D dvdu
0 0 ds

U(uv)

Integration Flichenintegral 2-1



inneres Integral

L= [=0-wp s - G-+ S 0 - 9
0

duBeres Integral

Vereinfachung  ~~

(Flacheninhalt x Wert von f am Schwerpunkt)

Integration Flichenintegral 2-2



Beispiel:

Integral des Skalarfeldes U = \/x2 + y2 z iiber die Fliche

ucos v
S:D>(u,v)—~rluv)=| usinv |, 0<uv<m
v
(um die z-Achse verdrehter Streifen)
Normale _
cos v —usinv
= 0,Fx 0,F= sin v X U cos v
0 1

[ = 0,71 - 9,7 = VI + 02

U(F(u,v)) = ViR cos? v + u2sin vv = uv

Integration Flachenintegral 3-1



~»  Flachenintegral

/ Ulal dudv = /uvv1+u2dvdu
D 0

Ml_\_]m O\:‘

0

/ e
(

_ 7T_ 2\3/2
= T (a+m 1)

Integration Flachenintegral 3-2



Flussintegral eines Vektorfeldes

Der Fluss eines stetigen Vektorfeldes F durch eine Fliche S mit regularer
Parametrisierung

x(u, v)
D> (u,v)— Au,v)=| y(uv) | €S

z(u,v)

in Richtung der Normalen

is

t //"j'dg://l-:.;?OdSZ///':(F(%V))'ﬁ(U,v)dudv,
S S 5

Integration Flussintegral

1-1




Man bezeichnet dabei
dS = dS, dS=|i(u,v)|dudv,

als vektorielles Flachenelement.

Bei gleicher Orientierung des Normalenvektors ist das Flussintegral
unabhangig von der gewahlten Parametrisierung.

Die Umkehrung der Normalenrichtung bewirkt eine Anderung des
Vorzeichens.

v

Integration Flussintegral 1-2




Die Glattheitsvoraussetzungen an F und r(u, v) kdnnen abgeschwacht
werden, indem man das Integral iiber einen geeigneten Grenzprozess
definiert.

Integration Flussintegral 1-3



Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes F = (x, 1, yz)t durch die Fliche

2
u
S:fu,v)=|( u+v |, 0<uv<1
V2
partielle Ableitungen
2u 0
Ourlu,v)=1 1 |, Orluv)=1| 1
0 2v

~>  Normale (z-Komponente positiv gewahlt, Fluss nach oben)

2v
a(u,v) = 0, (u,v) x d,r(u,v) = | —4uv
2u

Integration Flussintegral 2-1



Fluss von F durch S

u? 2v
// Frds = 1 : —4uv du dv
° uv? + 3 2u

2u2v — duv + 2u*v? + 2uv® du dv

O — T
O — T

fol fol u‘lvﬁ dudv = (a + 1)—1(/8 + 1)_1 -

11 11,11 11 7
%52 4225312217 5

Integration Flussintegral 2-2



Fluss durch einen Funktionsgraph

Der Fluss eines stetigen Vektorfeldes F nach oben (positive z-Komponente
der Normalen) durch den Graph S einer differenzierbaren skalaren
Funktion z = f(x, y) iiber dem Definitionsgebiet D C R? ist

//ﬁ-d§://—FXaXf—Fyayf+dexdy.
S D

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 1-1




Beweis:

x(u, v) u
5:(u,v)—>F(u,v)(y(u,v))( v )
z(u,v) f(u,v)

partielle Ableitungen und Normale mit positiver z-Komponente

1 0 —9,f
.= o |,o7=| 1 |, Auv)=0a;xdr=| —of
Ouf a,f 1

Fo —0uf

//I-:(F’(u, v)) - i(u,v)dudv = é/ ( Fy, ) : ( —?Vf ) dudv

z

= //—anuf — F,0,f + F, dudv
D

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 2-1



Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes F = (x, 1, z)t in z-Richtung durch den Graph der
Funktion z = f(x,y) = x?> — y iiber dem Bereich D : |x| + |y| < 1

Symmetrie des Vektorfeldes und Funktionsgraphen zur yz-Ebene
~>  Integration iiber den Teilbereich von D mit x > 0 (Faktor 2)
Gesamtfluss

—X

11—
// —F0xf — F,0,f + F, dxdy—2//—x2x )+ 14+ x%—ydydx
1

X—

1
=2/—2x2(1—x)+2(1—x)+0dx=g
0

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 3-1



Beispiel:

Fluss eines konstanten Vektorfeldes F = p durch einen Teilbereich S einer
Ebene
S:z=f(x,y)=ax+by+c, (x,y)eDCR?

in z-Richtung (von unten nach oben)

Formel fiir den Fluss durch einen Funktionsgraph — ~~

//ﬁdg = //—apx—bpy—i-pzdxdy
S D

= area(D)(—apx — bpy + pz)

(Oxf =a, 0,f =b)

Integration Fluss durch einen Funktionsgraph 4-1



Integration Fluss durch einen Zylindermantel

Fluss durch einen Zylindermantel

Der Fluss eines Vektorfeldes
F = Fy&, + F €, + F;&;
nach auBen durch den Mantel eines Zylinders mit Randkurve ¢ = o(¢p) ist

2T Zmax
/ Fo0 — F,0,0 dzdop.
0 Zmin

Der Fluss des Vektorfeldes durch eine Rotationsfldche, die durch Drehung
der Kurve 9 = o(z) um die z-Achse entsteht, ist

2T Zmax
/ Fo0 — F;00;0 dzdyp.

0 Zmin

v

1-1



Der Fluss durch den Mantel eines Kreiszylinders mit o = a ist demnach

2T Zmax
a//ngzdcp,

0 Zmin

d.h. nur die axialsymmetrische Komponente des Feldes liefert einen
Beitrag.

Insbesondere ist beim Kreiszylinder der Fluss fiir ein axialsymmetrisches
Feld F = f(0)&, gleich 27a(Zmax — Zmin)f(a)-

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 1-2




Beweis:

Darstellung des Vektorfeldes und Parametrisierung der Mantelflache in
Zylinderkoordinaten

0COs
F=Fyé,+ Foe, + F.e;,, S:rlp,z)=| osing
z
(i) o= o(p):
nach auBen gerichtete Flachennormale
0,0c0sp — osinp 0
(@, z) = 0, x 0,1 = Ogp0sinp +pcosp | x | 0
0 1
Op0sin @ + pcos ¢
= —0,0c08p + psing | = —0,0€, + 0&,
0

Orthogonalitit der Basisvektoren &, &,, & ~ F-i= Fy0— F,d,0

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 2-1



(i) o= o(2):

nach auBen gerichtete Flachennormale

—psingp 020 Cos
(g, z) = 0,r x 0, = 0COS x | Oosingp
0 1
0Cos
= osing | = 0€ — 00;0€;
—00z0

~  Feldkomponente in Normalenrichtung
F-i= Foo — Fz00;0

o konstant fiir einen Kreiszylinder
~>  Verschwinden der Terme mit Ableitungen von p

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 2-2



Beispiel:

Fluss des Feldes

B xz? 0z° cos ¢
F= yz? = 0z%sing
(< +y?)z 0’z

von innen nach auBen durch den Mantel eines Zylinders mit Abstand a zur
z-Achse und zpin = 0, Zmax = b
normale Feldkomponente

0z? cos ¢ Cos
F,=F-& = o0z%sinp | -| sinp | =pz°
0%z 0
Fluss
27 Zmax 27 b 1 27 5
3/ / Fo(a,,z)dzdp = 3//322 dzdyp = §32b3/ do = 5#32b3
0 Zmin 0 0 0

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 3-1



Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes

—

nach auBen durch einen Zylindermantel, der durch die Kardioide
0(¢) =1 — cosp im Bereich z € [0, a] erzeugt wird

27 a
//FQQ—F@QOQ dz dy
00
Fo=0,F, =0 =
27 a 2w
5 2m
p)dzdp=a [ (1 —cosp) dp = a 27r+0+7 = 3ra

0

Integration Fluss durch einen Zylindermantel 4-1



Fluss durch eine Sphare

Der Fluss eines in Kugelkoordinaten dargestellten Vektorfeldes
F = F.& + F38 + F &,

von innen nach auBen durch eine Sphare mit Abstand r = R zum
Ursprung ist

T 27

//F,stinz?dgodﬁ,
0 0

d.h. nur die radiale Komponente des Feldes liefert einen Beitrag.
Insbesondere ist der Fluss fiir ein radiales Feld F = f(r) e, gleich
4TR%f(R).

Integration Fluss durch eine Sphare 1-1




Beispiel:

Fluss des Vektorfeldes

~ X r cos @ sin v
F=024+y2) | y | =(rsin9)? | rsinpsing
0 0

von innen nach auBen durch die Sphire S mit Radius R und Mittelpunkt

im Ursprung

radiale Feldkomponente

~ rsin 1 cos @ sin ) cos
Fi(r,9,9) = F-& = (rsin9)® | rsindsing | | sindsing
0 cos v

= (rsin®¥)?rsin?v

Integration Fluss durch eine Sphare
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r=R ~ Flussvon F durch S

T 27

//ﬁd§ = //Frdsz//Fr(R,ﬂ,gp) R?sind do dv
——
S S 0 0 ds
T 27
— R5/ sin°y dedy
——

0 0 (1—cos?2¥)Zsind
T

2 1
= 27R® {— cos Y + 3 cos> 9 — 5 cos® 19]

4 2\ 32
= 2TR® (2— -+ 2 ) ==xR°
" ( 3+5) 15"

0

Integration Fluss durch eine Sphare 2-2



Beispiel:

Fluss der senkrechten Strémung F = (0, 0, z)t = (0, 0, r cos¥)t von
unten nach oben durch die Halbkugelschale
S:r=R, 0<p<2mr, 0<9<7/2

radiale Feldkomponente

. 0 cos @ sin v
Fe(r,9,0)=F-é = 0 | singsing | =rcos?v
rcos v cos

r=R ~ Flussvon F durch S
TI'/2 2T /

// (R,9,¢)a%sind dp di = //R cos? ¥ sin ¥ d dv)

o 3 {—cos319]7r/2 _ 2nR®
3 |, 3

Integration Fluss durch eine Sphare 3-1




Beispiel:

axialsymmetrisches Feld

cos 0
F = FQ(972)€Q++FZ(sz)gz7 ggz Sin()o ) gz: 0
0 1
radiale Feldkomponente
sin 1 cos
Fr=F-&, & =/| sindsing
cos

€ -6 =sinv, €€ =cost) —

F, = F,sind + F, cos ¥

Integration Fluss durch eine Sphare 4-1



Fluss durch eine Sphire S mit Radius R

2 7

//(ngin19+cmosz9) R?sin® dd dyp
0 0

™

= 27 R? / (Fpsind + F, cos ) sind dv
0
Spezialfall F, = 05, F,=c: o=rsind ~
F.& = Fosind + F,cos ¥ = R?sin>t1 9 + ccos¥
JTcos¥d9 =0 ~ Fluss von F durch S

(2(s + 1))!
22(s+1)((s + 1)1)2

- 2 s+1

Integration Fluss durch eine Sphare 4-2
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Orientierter Rand einer Flache

Der orientierte Rand C eines ebenen Bereichs D setzt sich aus Wegen C;
zusammen, deren Durchlaufsinn so gewahlt ist, dass D links von C; liegt:

C=Ci+ - +Cp.

Dies bedeutet, dass die nach auBen gerichtete Kurvennormale i’ und der
Tangentenvektor t ein Rechtssystem bilden.

Cy

orientierter Rand
S5=G+--+G

Cu

Integralsitze Orientierter Rand 1-1




Entsprechend setzt sich der orientierte Rand C einer rdumlichen Fliche S
mit orientierter Normalen i aus Wegen C; zusammen, deren Orientierung
so gewahlt ist, dass an einem Kurvenpunkt das Kreuzprodukt aus

Tangentenvektor t an die Kurve und Normalenvektor i der Fliche von der

Flache weg zeigt.

v

Integralsatze Orientierter Rand 1-2




Satz von GauB3

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einem reguldren
raumlichen Bereich V/, der durch eine Flache S mit nach auBen
orientiertem vektoriellen Flachenelement dS berandet wird, gilt

/V//divl?dV:[/ﬁ-dg.

Die Glattheitsvoraussetzungen an F und S kénnen abgeschwacht werden,
indem man die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.

Integralsatze Satz von GauB 1-1




Beweis:

Hauptsatz fiir mehrdimensionale Integrale ——

// ayFde://Fl,nﬁdS
v S

mit F, den Komponenten von F
Summation iiber v =1,2,3, dS=n°dS ~

Z@,,F,j = divF

Y Fn}dS= = F.a°dS=F-dS

d.h. die behauptete Identitat

Integralsatze Satz von GauB 2-1



Beispiel:

[llustration des Satzes von GauB fiir die Einheitskugel
V:rt=x%+ y2 + z2 < 1 mit Oberfliche S und das Vektorfeld

X
F=1 xy
23

unter Verwendung von Kugelkoordinaten
x = rsindcosp, y = rsindsiny, z = rcosv
Volumen- und vektorielles Flachenelement

dV = r?sinddrdpdddr
dS = & sinddpdd
~————
ds
(Radius R =1)
31



(i) I =[[f[,divFdV:
Divergenz

divﬁz@xx+8yxy+8zz3:1—|—X—|—322

Darstellung mit Kugelkoordinaten = ~~

T 27

1
IV:///(1+rcos<psin19+3r2cos219) r?sin 9 dpdddr
D e——
000 av

Produktform des zweiten und dritten Terms, fozw cospdp =0~

1 T

ly = volV+4+0+27 /r4dr /3c052195in19d19

0 0
4 1.1° 3o 44 32
= §7r+27r[§r]r_0[—cos 19]19:0:§7T+§7T:E7T

Integralsatze Satz von GauB
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sin ) cos sin 1 cos
F, = F-é& = sindcospsindsing | - [ sindsingp
cos ¥ cos v

= cos? psin® ¥ + sin? ¢ cos psin® ¥ + cos* ¥

~»  Flussintegral

T 27

Is = //Fr sin ¥ dpd?d
————
0 0 ds

= 7r/sin19(1—coszﬁ)dﬁ+O+27r/cos4195in19d19
0 0

T

1 T 1 "
= ([— cos Vg + [g cos> 19] ) + 27 [_E cos® 19}

0 0
op 2 4 32
= 2T — -+ - =—=T7
3 5 15
o



Beispiel:

Illustration des Satzes von GauB fiir das radiale Feld F = r°é, und die
Kugel V : r < R mit Oberfliche S: r=R

Formel fiir die Divergenz in Kugelkoordinaten ——
= 1 _
divF = ﬁc’),(rzrs) = (s+2)r 1

dV = 4xrdr —
R

// div F dV = 4r /(s +2)r*t dr = 47R5T2 (s > —2)
v

dS=6dS =
//ﬁ-d§:// R® dS = area(S) R® = (47R?) R®
S S

Integralsatze Satz von GauB 4-1



Volumenberechnung mit dem Satz von GauB3

Fiir einen regulidren raumlichen Bereich V/, der durch eine Flache S mit
nach auBen gerichteter Normale berandet wird, gilt aufgrund des Satzes

von GauB
3vo|vz//F-d§.
S

Insbesondere erhlt man fiir ein lineares Feld F = Ar wegen div F = Spur A

Spur A vol V://(Af)-d§.
S

Integralsitze Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von GauB 1-1




Beispiel

Polyeder V' mit Inkugel (beriihrt jede Flache), Radius r;
Hesse-Normalform  ~»
F-dS=7-idS=rdS
~——
=const

Volumenberechnung mit dem Satz von GauB  ~~
3vol(V) = // 7 dS = // ridS = r; area(S)
S S

@ Hexaeder mit Kantenldge a:

Oberfliche 6a%, Inkugelradius 3, Volumen a3 = (6a° - a/2)/3
@ Tetraeder mit Kantenlige a:

Oberflache 4%@ = a%y/3, Volumen ‘/152"3 ~>  Inkugelradius
o Kugel (Grenzfall)

Volumen 47” , Oberfliche 47r?> ~»  korrektes Verhiltnis r : 3

Integralsitze Volumenberechnung mit Hilfe des Satzes von GauB

V6a
12

2-1



Satz von GauB3 in der Ebene

Fiir einen reguldren ebenen Bereich A mit entgegen dem Uhrzeigersinn
orientierten Rand

C: te At) = (x(¢),y(t))

(Rand liegt links) gilt fiir ein stetig differenzierbares bivariates Vektorfeld
F = Fe& + F,é,

/dwﬁmz/ﬁwwcz/ﬁxﬁ,

A C C

wobei

divF = 8yFx + 8, F,, FxdFf= (Fuy'(t)— Fx(t)) dt.

Integralsatze Satz von GauB in der Ebene
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Beispiel:
[llustration des Satzes von GauB fiir das ebene Vektorfeld
(5 7)
Xy +y
tiber dem Bereich A, berandet von der Kurve C, die aus den zwei
Kurvenstiicken

At) = ( é ) te[-n/2,1/2]

Fz(t)=< —f ) te[-n/2,7/2]

cost

besteht

Integralsatze Satz von GauB in der Ebene
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(i) Linke Seite im Satz von GauB:

/2 cosx w/2
//divl-:dA: / /1+(x+1)dydx: /(2—|—x)cosxdx:4
A —r/2 0 —7/2

(i) Rechte Seite:

F | dFf=(1,0)tdt auf ;¢ = F x d7=0 und folglich Integration

nur iiber G
w/2
/,E xdr = / (—t — cos? t) (—sint) — (—tcost 4 cos t) (—1) dt
—_—— — ~—~—
C —m/2 Fx y' Fy x!
w/2
= / tsint+costdt:[25int—tcost]7_r/7r2/2:4
—7/2

(Integrale von ungeraden Funktionen iiber [—7/2,7/2] sind null.)

Integralsatze Satz von GauB in der Ebene
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Flachenberechnung mit dem Satz von GauB

Der Inhalt einer ebenen Fliache A mit entgegen dem Uhrzeigersinn
orientierten Rand C : t — r(t) lasst sich durch

1
area(A) = §/F>< dr

C

berechnen.

Anstatt von 7 kann auch ein anderes Vektorfeld F mit konstanter
Divergenz verwendet werden; der Faktor 1/2 ist dann durch den 1/ div F
Zu ersetzen. )

Integralsitze Flachenberechnung mit dem Satz von GauB 1-1




Beispiel:

Flacheninhalt des Gebiets A, das von einer Ellipse C mit Halbachsenlangen
a, b > 0 berandet wird

Parametrisierung der Randkurve:

acost

r(t) = ( bein ¢ ), t € [0, 27|

Flacheninhalt

2
e A — 1 F’xdF’—l acost o —asintdt
aeas = 35 2 bsin t bcos t dt
c 0
27
= —ab/ldt—wab
0

Integralsitze Flachenberechnung mit dem Satz von GauB 2-1



Satz von Green

Fiir ein stetig differenzierbares bivariates Vektorfeld F auf einem reguldren
ebenen Bereich A mit entgegen dem Uhrzeigersinn orientierten Rand

C: t—rt) gilt
//mﬁM:/ﬁdﬁ
A C

wobei rot F = 8, F, — 8, F.

Diese auf Green zuriickgehende Identitat ist ein Spezialfall des Satzes von
Stokes.

Die Glattheitsvoraussetzungen konnen abgeschwacht werden, indem man
die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.

Integralsatze Satz von Green 1-1




Beweis:

Hauptsatz fiir zweidimensionale Integrale:

[fas-[st. [fon- s
A C A C

mit (A2, y) der nach auBen gerichteten Einheitsnormalen von A

setze g = F,, h = —F, und beriicksichtige

= ( —iigg )’ i = ii/|al,  dC = |A(t)| dt
//axg dyh = /<y|~| %)Wdt:/ﬁ.d}
C

Integralsatze Satz von Green 2-1



Beispiel:

[llustration des Satzes von Green fiir das Vektorfeld

= ax + by
Foon) = (212

und die Einheitskreisscheibe
A x4+ x3<1
mit dem Rand

C: ti—)(COSt), t € [0,2n]

sint

Integralsitze Satz von Green 3-1



o Flachenintegral:

é/(axFy_8ny)dA=4/C—bdA:ﬂ(c_b)

o Arbeitsintegral:

2w

/ﬁ-dr" _ /< acost+b5|.nt ) . ( —sint ) dt
ccost+dsint cost
C 0 ———
(1)
27
= /—acostsint—bsin2t-|—ccoszt-i—dsintcostdt
0
= 7(c—b),

da [Z"sintcostdt =0 und " cos® tdt = [ sin?tdt =0

Integralsitze Satz von Green 3-2



Beispiel:

singuldres Vektorfeld

ta(7)
x2 + y? b%s

A:x>+y*><R, R>0

auf der Kreisscheibe

Rotation
ot F = OF, —d,F,

XEty?—x(2) (< +y)+y(2y)
(x2 + y2)2 (x2 +y2)2

Integralsitze Satz von Green 4-1



Parametrisierung des Randes C der Kreisscheibe

F(t):(;gg ) :R( :’;;) t € [0,27]

Arbeitsintegral

/ﬁ.df = /Fxx’+Fyy’

C C
27 Rsi R
— /_R—Szmt(—Rsint)—f— CRZStRcostdt:%r;éO
0

kein Widerspruch zum Satz von Green wegen der Singularitat von F bei

(0,0)

Integralsatze Satz von Green
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Satz von Stokes

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F auf einer reguldren Flache S
mit orientiertem Rand C gilt

//rotl?-dgz/ﬁ-dF.
S C

Die Glattheitsvoraussetzungen an F und S kénnen abgeschwacht werden,
indem man die Integrale iiber geeignete Grenzprozesse definiert.

Integralsatze Satz von Stokes 1-1



Beweisskizze:

Approximation von F durch ein stiickweise lineares Vektorfeld auf einer
Triangulierung von S

Aufhebung der Arbeitsintegrale im Inneren
~  nur ein Dreieck zu betrachten

Integralsitze Satz von Stokes 2-1



)

F = Ax+ 5 bestimmt durch Wer-
te an den Eckpunkten P, Q, R

Q
Zerlegung von A in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil

1 1
A=D+E, dix=7(ajk+ak), gk = 5(ak — ar)

—

Der symmetrische Anteil G = DX + b besitzt ein Potential:
1 . .
U= 5)?-(D>?)-|—b->?, gradU =G
~>  Fiir den symmetrischen Anteil sin beide Seiten im Satz von Stokes

null.

Integralsatze Satz von Stokes 2-2



~>  betrachte nur ein antisymmetrisches Feld

- 0 —h3 ho X1 .
H= h3 0 —h1 X2 =hxX
—hy hq 0 X3

(i) Linke Seite [fsrot H - dS:

. —h3X2 + h2X3
rot H = rot —hix3 + h3xg
—h2X1 + h1X2

Normale: (§ — p) x (7= p)/|(§ — p) x (F =PI,
areaS=1((Gg—p) x (F—p)| =

I
)
=

//rotﬁ-d§=ﬁ-(axF+Fx5+5xef)
S

Integralsitze Satz von Stokes 2-3



(ii) Rechte Seite [ H - dF:
betrachte Teilrand C, : g+ t(g—p), 0 <t <1
~>  Arbeitsintegral

1
/0/7><(ﬁ+t(a—ﬁ))-(a—ﬁ)dt=(Hxﬁ)-a

(Der zweite Term verschwindet, da (3 x b) - b =0.)
analoge Betrachtung fiir die Wege C, und C;  ~

Ty

/I—7-dF — (Axp)G+(hxa) F+(FxP)-
C

= (Fxq) - h+(GxP)-h+(Fxp)-

=t}

aufgrund der zyklischen Invarianz des Spatproduktes
~  Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus (/)
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Beispiel:
[llustration des Satzes von Stokes fiir das Vektorfeld
F = (z, x, y)t
und die Halbkugelschale
S:xX>4+y?+22=1, z>0

e Rotation von F

. Oyy — Ozx 1
rot F = 0,z—0yxy | = 1
Oxx — 0y z 1

o vektorielles Flachenelement in Kugelkoordinaten
dS = & dS = (sin¥ cos @, sin ¥ sin g, cos V) sin ¥ dpdd
@ Randkurve:
C: t— r(t) = (cost, sint, 0), t€]0,2n]
31



Linke Seite im Satz von Stokes:

71'/2 2T

//rotl—j-dg = //(cosgosim?—i—simpsim‘}—i—cosﬁ) sin ¥ dpdv
S 0 0
1 w/2
2
= O—|—0+27r[—sm 19] =7
2 9=0
Rechte Seite:
2r 0 —sint
/F dr = / cos t cost dt
c 0 sint 0
—_———
7(t)

27
= /COSztdtIﬂ'
0
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gleiches Resultat fiir die Kreisscheibe
r cos
A:5(r,o)=| rsinp |, 0<r<1, 0<¢p<2nm,
0

wegen des unveranderten Randes:

1 27 1 0
//wtﬁd[\’:// 1 || 0 |rdedr=n
A oo \1 1

(Polarkoordinaten: dA = r dydr)
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Beispiel:
Fluss der Rotation des Vektorfeldes

F(x,y,z2)= | —xz
z

nach auBen durch den Zylindermantel

S: X*+y?’=1, 0<z<1,

Berechnung mit Hilfe des Satzes von Stokes als Arbeitsintegral iiber die
Randkurven

cos t cos(—t)
Co:ry(t)=1| sint |, GCo:rp(t)=| sin(—t)
0 1

(t € [0,27], entgegengesetzte Orientierung beachten)
41



Flussberechnung als Arbeitsintegral:

Cu Co
mit
2 —sint
/F-dF:/ 0 cost dt =0
Z, 0 0 0
und
B 2r [ sin(—t) sin(—t)
/F dF:/ —cos(—t) —cos(—t) | dt=2m«
é 0 1 0
7o (t)

(sin®t + cos® t = 1)
—>  Fluss durch den Mantel gleich 27
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alternative direkte Berechnung:

Gesamtfluss durch die Zylinderoberfliche null wegen div rot F=0
—  Fluss durch den Mantel entspricht der negativen Summe der
Fliissse durch Boden und Deckel

n|| & = nur z-Komponente der Rotation relevant

(rot I-:>z = Ox(—xz) — 0y(yz) = —2z

Fluss durch den Boden (z = 0) null
Fluss durch den Deckel A (z =1):

//(—2) dA = —2area A= 27
A

=—>  Fluss durch den Mantel gleich 27
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Beispiel:

wirbelfdrmige Stromung um die z-Achse

. 1 [
FZf(Q)épa _;0:_ X ’ Q:VX2+}/2
=~ ¢\ o

Formel fiir die Rotation in Zylinderkoordinaten — ~~

) 1 R
rotF = (—0,F;)€+0- & + E(aQ(QF‘P))eZ
0

= 0
'+ o Lf
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(i) Fluss von rot F durch die Kreisscheibe A: x2 + y2 < R2 nach oben:
Satz von Stokes ~»  Arbeitsintegral iiber die Randkurve

Rcost

C: F(t):< Reint ), t €[0,2n],

d.h.
//rotﬁ.ds? - /l—:-dF
C
S

_ /f(R)< _CZL“; ) < _RRCZL“: ) dt = 2R £(R)

é, dr

(ii) Fluss von rot F durch das Rechteck S = [—a, a] x [—b, b] nach oben
im Spezialfall (o) = o

L 0 0
//rotF-dS:// 0 |- 0 |dS=28ab
5 5 2 1
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Potential
Gilt
F=grad U,

so bezeichnet man U als Potential des Vektorfeldes F.
Fiir ein solches Gradientenfeld ist das Arbeitsintegral wegunabhingig und
kann als Potentialdifferenz berechnet werden. Fiir jeden Weg

C:t—r(t), te]ab],

von P: p=r(a) nach Q: g = r(b) gilt

/ﬁ- dF = U(Q) — U(P),

C

wobei in Anlehnung an die Schreibweise einer Stammfunktion fiir
U(Q) — U(P) auch [U]g geschrieben wird.
Insbesondere ist [ F - d7 = 0 fiir geschlossene Wege C.

Potentialtheorie Potential
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Beweis:
setze Y(t) = U(r(t))

Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung —

b
U(Q) ~ U(P) = b(b) ~ v(a) = [ 5 ve)de
Kettenregel — J
Ei/}(t) =grad U - 7(t)

und wegen grad U = F

b

b
/ Y(t) dt = /F (t)dt:C/F-dF
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Beispiel:
Vektorfeld und Potential

F— ( Xy ) —grad U(x,y), U=(x*—y?)/2

Wege
Yy
. A
- . cos
G: n(t) = ( cint >7 te0,x/2], .
G: n(t) = (18t), t€[0,1], e
. 0 ‘
C3 : r3(t) = ( " ) s t e [07 1], O Cy 1
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(i) Arbeitsintegral von (1,0) nach (0, 1) entlang Ci:

/2 . /2
/I-:-df’ = /( c(.)s't)-<_smt)dt:/—2sin1.‘costd1:
—sint cos t
G 0 0
= [cos? 1.“]7T/2 -1

(i) Arbeitsintegral entlang von G, + G:

[ #ear - j<“> (&)ae [(5)(3)a

G+G

—1ldt=-1

I
o—_ .
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(iii) Verichtete Arbeit als Potentialdifferenz:
Ulx,y) = (x* —y?)/2 =

= 1
[ Frar=v0.0 - ua.0) = -3 - 5 =1
C

fiir beliebige Wege C von (1,0) nach (0,1)
~>  Grund fiir die Ubereinstimmung der Arbeitsintegrale entlang von C;
und G + G3
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Beispiel:
Potential eines radialsymmetrischen Vektorfeldes
F=p(ng = U=d(r), ¢ =¢
Uberpriifung mit der Kettenregel
1
2 21 2) — ! 2 1 02 1 52) (2 2, .2
KP(Vx*+y? + 22) Q_(VxE+y? 4 22) S (7 +y" 4 27)(2x)

= @(r)x/r

analog: 0,® =py/r, 0,9 =¢pz/r
PSS
grad U=(r) (x,y, 2)'/r=F
—_——

—

€r

Potentialtheorie Potential 4-1



Anwendung auf das Gravitationsfeld

F=—yMmr—2g,
—_————
)

Bilden der Stammfunktion von ¢  ~+  Potential
U=~yMmr~1

aufgewendete Arbeit (gegen das Kraftfeld), um von einem Punkt P aus
das Gravitationsfeld zu verlassen

-/ ﬁ-d?:—( lim va/Iﬁl—va/lﬁl) — M|
o |g|—oc0

Gleichsetzen der potentiellen und kinetischen Energie =~
Startgeschwindigkeit bei einem antriebslosen Flug

2vM
]

YMm/|p] = (m/2)? = v =
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Gravitationskonstante: v = 6.7 - 10_11%:2
Erdmasse: M = 6.0 - 10%*kg

Erdradius: |p] = R = 6.4 - 10°m

~»  Fluchtgeschwindigkeit

2:6.7-6.0 m
=4/ —— 10" — = 11.2k
Y \/ 6.4 0 s m/s
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Beispiel:

Ein Elektron bewegt sich in einer Spulenwindung der Hohe h, d.h. entlang
des Weges

C: r(t) = (cost, sint, ht/(2m))t, t € [0,2n],

im elektrischen Feld I-:(F) = rlzé',, r = |r], das von einer Punktladung im
Ursprung induziert wird.

Potential )
Uz—;, gradU:l—j

(Formel fiir den Gradienten in Kugelkoordinaten: grad f(r) = f'(r)é; )

Berechnung der Arbeit als Potentialdifferenz an den Endpunkten
70) = (1,0,0)", #2n)=(1,0, h)*

der Kurve C:

1
V14 h?
T Potentialtheorie [ RGEREA R

U(1,0, h) — U(1,0,0) = — 11



Berechnung der verrichteten Arbeit auf direktem Weg:
& =(x,y, 2)t/r, dF =7 (t)dt ~

cos t —sint
sint . cost

/ ht/(2m) h/(27)
(co

s2t 4 sin’ t 4+ h2t2/(472))3/2

O—_
™y
Q
=~
|

B h?t/(472)
= | x4

27
1
N [_ 1+h2t2/(47T2)]0
1

= 1—
V14 h?
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Existenz eines Potentials

Fiir ein stetiges Vektorfeld F auf einem zusammenhangenden Gebiet D
existiert ein Potential U genau dann, wenn das Arbeitsintegral
wegunabhangig ist.

In diesem Fall ist

U(P) = U(P0)+/ﬁ-df, F=grad U,
Cp

wobei Cp : t +— r(t) ein beliebiger in D verlaufender Weg ist, der einen
fest gewdhlten Punkt Py € D mit P verbindet.

Insbesondere ist U bis auf eine Konstante (den Wert U(Pp)) eindeutig
bestimmt. )
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Ist das Vektorfeld F stetig differenzierbar auf D, so ist
rot F = 0

notwendig fiir die Existenz eines Potentials.
Fiir ein einfach zusammenhangendes Gebiet D ist die Wirbelfreiheit

ebenfalls hinreichend. )
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Beweis:

(i) Wegunabhangigkeit notwendig:
F=gradU —

/grad U-dr=U(Q)— U(P)
C
fiir jeden Weg C: P — @

(i) Wegunabhangigkeit hinreichend:
setze U(P) = [ FdFmit C: Py — P
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zeige: F = grad U

U(Q)—U(P):/ ﬁdf—/ﬁdF:/ﬁdf
Cc+S C S

aufgrund der Wegunabhiangigkeit
Parametrisierung

S:At)=p+te, te]|0,h

h

h
/ / (P + té&) édtz/Fi(ﬁ+té)dt
0

0
Mittelwertsatz der Integralrechnung —

/ﬁ. dF = hFi(5 + 78)
S

fiur ein 7 € [0, h]
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i-te Komponente des Gradienten:

. . U(p+hE)-UPp) . hF(F+T7E&) .
0iU(P) = flrlno h - ilrlno - h Fi(P)

(iii) Wirbelfreiheit notwendig:
F=gradU —

8,'/'__,' — 8J'F,' = 8,'3_,'U — 8j8,'U =0

(alle Komponenten von rot F null)

(iv) Wirbelfreiheit hinreichend:

D einfach zusammenhingend —

jede geschlossene Kurve C berandet eine Fliche S in D
Satz von Stokes —

/I-:-dr_'://rotl-j-dg:o
C S

=  Wegunabhangigkeit des Arbeitsintegrals
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Beispiel:

Bestimmung eines Potentials U des Vektorfeldes
F = (siny, xcosy)t

U existiert, da .
rot F = Ox(xcosy) — 0y siny =0

und F global definiert ist (R2 ist einfach zusammenhingend)
kanonischer Weg Cp : O — P:

F(t) = (Plt, p2t)t7 te [07 1]
~»  Potential U (F = grad U) mit U(0) =0

uP) = /ﬁ'dfo/l< (plii)ngzazt) ) ' ( g; ) %

Cp
1

= /pl sin(pat) + p1pat cos(pat) dt = [pltsin(pzt)](l) = p1sinp

0
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Beispiel:

lineares Feld

Rotation

/‘: = AF, A= (aj7k)

. a2 —az3
rot F = a13 — as
a1 — 41,2

Existenz eines Potentials U < Symmetrie von A

A=A" —

F = grad U mit
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Beispiel:
Differenziert man das Skalarfeld
U =arctan(y/x) =, x=rcosp, y =rsinp,

mit der Kettenregel (d arctan t/dt = 1/(1 4+ t?)), so erhilt man das
Vektorfeld

_—r
o X2+y2 1
F=gradU = X =re,.
x2+y?

Die Integrabilitdtsbedingung ist fiir (x,y) # (0, 0) erfiillt:

—(CHy) +2 (P Ay?) -2

OyFx — OxFy = (x2 + y2)2 (x2 + y2)2
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Dennoch ist das Arbeitsintegral entlang eines Kreises C : x? + y? = R?
nicht null:

27
/ﬁ-d?:/l ( _S'”t>-R< _S'”t> dt = 2r
R cost cost
C 0 -—

—> A global definiertes Potential

kein Widerspruch zu rot F =0, da das Definitionsgebiet von F nicht
einfach zusammenhangend ist

keine stetige (konsistente) Definition von U = ¢ auf einem Kreisring um
den Ursprung moglich

Ein Potential existiert (ndmlich U = ) auf jeder einfach
zusammenhangenden Menge, die den Ursprung nicht enthalt.
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Konstruktion eines Potentials

Ein Potential U fiir ein Vektorfeld F (I-:: grad U) kann durch sukzessive
Integration konstruiert werden.
Bilden einer Stammfunktion beziiglich der ersten Variablen liefert

U(x,y,z) = /dex = Ui(x,y,2) + Gy, 2).

Nun folgt aus F, = 0,U =0,U1 + 0,

Gy, z) = /(Fy —0yUy) dy = Ua(y, z) + Go(2)
und schlieBlich aus F, = 9,U = 9,U; + 0,U> + 0, C>

C2(z) = /(Fz —0,Up — 8ZU2) dz = U3(Z) +cC.

Insgesamt ergibt sich

U= Ul(X7.y7Z) + U2(y,z) + U3(Z) +c.

v

Potentialtheorie Konstruktion eines Potentials
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Das Potential U kann auch mit Hilfe des Arbeitsintegrals bestimmt werden.
Aufgrund der Wegunabhangigkeit des Arbeitsintegrals kann ein Weg von P
nach @ gewahlt werden, der parallel zu den Koordinatenachsen verlduft.
Wahlt man den Weg, der zunachst parallel zur x-, dann parallel zur y- und
zuletzt parallel zur z-Achse verlauft, ergibt sich fiir das Potential das
Hakenintegral

q1 92 a3

U(Q) = U(P)+/ Fx(XaP2»P3) dX+/ Fy(qla% P3) dy+/ Fz(qla q2vz) dz.

P1 P2 P3

Meist ist es dabei giinstig, fiir den festen Punkt P den Ursprung zu wahlen.
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q3

ps

q2
451

P2 D

Durch Permutation der Koordinaten ergeben sich noch fiinf weitere
mogliche Hakenintegrale. Man wahlt daraus dasjenige aus, bei dem die
Integranden moglichst einfach werden.
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Beweis:
Integrabilitatsbedingung rot F=0 =—

Ox [Fy — 8yU1] = 6XFy — 8y6xU1 = 8xFy _ 6ny =0,

d.h. [...] ist nicht von x abhéngig und die Definition von Us ist
gerechtfertigt

Analog ist [F, — 0,U; — 0, U] weder von x noch von y abhingig.
Ox [Fz — 0zUy — 0,Us] = OxF, — 0,05 Uy — 0,05 Up = OxF, — 9,Fx —0 =10
und

oy [F; — 0, Uy — 0, Up] = O, F, — 0,0, Uy — 0,(F, — 0y U1) =0

~»  Rechtfertigung der Definition von Us
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Beispiel:

Konstruktion eines Potentials U fiir das Vektorfeld

2x 43z —yz
F= —2y — xz
24 3x—xy

priife die Integrabilitdtsbedingung

~ Oy(2+3x —xy) — 0z(—2y —xz) 0
rotF=| 0,(2x+3z—yz) — 0x(243x—xy) =| 0 v
Ox(—2y —xz) — 0y(2x+ 3z — yz) 0

Integration von F, nach x ~~

/dexz/2X—|—3z—yzdx:X2+3xz—xyz+C1(y;Z)
——

Ul(ny’z)
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Integration nach y  ~»

/Fy—ayUldy:/—2y—xz+xzdy: —y? 4+ G(2)
~—~
U2(.y7z)

Integration nach z =~

/Fz—azUl—angdz:/2—|—3X—xy—3x+xydz: 2z +c
Us(z)

Zusammenfassen der Terme ~»  Potential

U = Ul(X,y,Z)+U2(y,Z)+U3(Z)+C
= X®43xz—xyz—y>+2z+4c

mit c € R
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Beispiel:

parameterabhangiges Vektorfeld

= 2x + ax?y
F:( X3—|—4y3 , aE]R

Integrabilititsbedingung —

rot F = 3x? — ax? =0,
dh.a=3
Bestimmung des Potentials durch sukzessive Integration:

OhU=F,=2x+3xy = U=x*+x3y+ Gi(y)
und
WU=F = xX+q)=x3+47> G)=y*+c
~  Potential fiir F mit a = 3
U=x2+x3y+y*+c¢
41



Beispiel:

Konstruktion eines Potentials U fiir das wirbelfreie Vektorfeld

2x 43z —yz
F= —2y — xz
24+ 3x —xy

Potentialwert U(O) = 0 im Ursprung O = (0,0,0)* ~»  Hakenintegral

q1 a2 43

UQ) = U0)+ / Fu(x,0,0) dx + / F,(q1,y,0) dy + / Fula1, 2. 7) dz
0 0 0
q1 a2 a3
= /2de+/—2de+/2+3q1—qlqzdz
0 0 0

= i — 5 +2g3+301G3 — G1G2G3
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Vektorpotential

Ist das Vektorfeld F als Rotation eines Vektorfeldes A darstellbar,

—

F= rotA,

so wird A als Vektorpotential von F bezeichnet.
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Beispiel:
Aus der Identitat
rot(UG) = Urot G + (grad U) x G

erhalt man fir
wegen rot = 0
~+  Vektorpotential

fir F=axr
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Existenz eines Vektorpotentials

Auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet D besitzt ein stetlg
differenzierbares Vektorfeld F genau dann ein Vektorpotential A, wenn F
auf D quellenfrei ist:

JA: F=rotA < divF=0.

Das Vektorpotential ist bis auf ein Gradientenfeld eines beliebigen
Skalarfeldes U eindeutig bestimmt:

rotB=rotA — §:A'+gradU.
Wahlt man U als Lésung der Poisson-Gleichung
—AU =divA,

so ist div B = 0, d.h. man erhilt ein quellenfreies Vektorpotential.
Diese spezielle Wahl wird als Eichung des Vektorpotentials bezeichnet.
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Beweis:

(i) Fiir ein beliebiges Vektorfeld A gilt
div(rot A) = 0

=  Notwendigkeit der Quellenfreiheit
(ii) definiere ein Vektorpotential A durch

3 [ [@F - a:F)de
=3 | [ e - Ry dz
/ [(@cF.~ 0,y

zweite Komponente von rot A

0, A — DA, = / (8,0.Ay — 0,0, A, )dy
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Einsetzen der Definition von A, und A, ~

Qﬂ@@&—@@%Mcé/@ﬁraa—@aﬂww@:@
=0y Fy

(divF =0 & —9,F, — 8:Fx = 9,F))
analog: 0A, — 0,A = F, und 0,A, — 0,A, = F;, also F=rotA
—>  Quellenfreiheit hinreichend
(iii) Gilt .
F=rotA=rotB,

so ist A — B rotationsfrei und besitzt also ein skalares Potential U.
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Konstruktion eines Vektorpotentials

Fiir ein quellenfreies, stetig differenzierbares Vektorfeld F lasst sich durch
0
X

yz)= | JFEy2)dE= ] Flo.y O dC

X

_fF}/(fayaz)df

X0

ein Vektorpotential definieren, wenn die Integranden an den
entsprechenden Punkten definiert sind. Dies ist zum Beispiel der Fall fiir
einen Quader, der die Punkte (xo, yo, z0) und (x,y, z) enthalt.

Analoge Formeln erhdlt man durch zyklisches Vertauschen der Variablen.
Anstelle von A, konnen ebenfalls A, oder A, null gesetzt werden.

Potentialtheorie Konstruktion eines Vektorpotentials
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Beweis:

0
e sz(g,y,z) d¢ — fz Fx(x0,y,¢) d¢

—ny(ﬁ,y,Z)df

.
<0, ] F6.y,2)dE 0. ] File.y.2)d + 0. Fulo.y. ) e
ot A — ) f Fy(€y.2)de
af F(€.y.2) dé - af Flx0,,€) dC
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Vertauschung von Differentiation und Integration  ~~

TR (€ y.2) dE — [ OuFu(E,y.2) dE + Fulx0., 2)

rot A = 0 X
Fy(XaYaZ)
Fz(XaY7Z)
(?xe(Xo,%f) = 0)
F quellenfrei — O+ 0,F, +0,F,=0
Einsetzen in die erste Komponente

N

| oRer. 2 de+ Fboy2) = Ry 2IT + Flo.y.2)

Fx(x,y,2)
—  rotA=F
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Beispiel:

Konstruktion eines Vektorpotentials A fiir das Vektorfeld

ayzZ — azy
F=3xr= azx — a1z
aiy — axx

dvF=0+0+0 = Existenzvon A
Basispunkt (xo, y0,20) = (0,0,0) ~~

l, = / F.(&,y,z)de = /aly — aédf = ayxy — 32x2/2
0 0

o= [ A0 = [ ol - oy d = az/2 - aryz
0 0

Potentialtheorie Konstruktion eines Vektorpotentials
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X X

ly = /Fy(g,y,z) d¢ = /335 —a1zd€ = a3x2/2 — aixz

0 0

~»  Vektorpotential

0 0
A= ly—1y | = aixy + a3yz — (x? 4+ z%)an /2
—lyy —a3x2/2 + a1xz

symmetrisches Vektorpotential:
axxy — a1y?/2

B = azyz — apz%/2
ajzx — azx?/2
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Die Differenz
L arxy — a1y®/2
B—A=| ax?/2— aixy
0

ist ein Gradientenfeld:

B-—A=gradU, U= axx%y /2 — a1xy? /2
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