Lange einer Kurve

Die Lange L einer Kurve mit stetig differenzierbarer Parametrisierung

t—p(t), a<t<b,ist
b
[ o
a

Speziell gilt fiir eine Kurve in der xy-Ebene mit der Parameterdarstellung

p(t) = (x(t), y(t))
L= /b JX(02 + (02 dt .

Insbesondere hat der Graph einer Funktion y = f(x), x € [c, d] die Lange

L:/d,/1+f'(x)2dx.
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Die Lange des Kurvenstiicks zwischen p(a) und p(t),

s(t) = [ 19l dr.

kann als kanonischer Kurvenparameter benutzt werden. Man erhilt die
sogenannte Parametrisierung nach Bogenlange:

q(s) =p(t), lqg'|=1.

Aufgrund des normierten Tangentenvektors gilt fiir diese kanonische

Parametrisierung
L
/f:/ f(q(s))ds
C 0

mit L der Lange von C.
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Beweis

Lange einer ebenen Kurve:

Approximation durch Streckenzug zu einer Partition des
Parameterintervalls in Teilintervalle [tj_1, t;]

Yy
p(ti-1)
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Mittelwertsatz —

n

Sas = 3 J(Bx2 + (By)?
i=1

i=1

n

= Y B + (Bh(m))? At

i=1

mit f,',??,' S [t,'_l, t,']
Riemann-Summe des angegebenen Integrals
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Beispiel

Parametrisierung und Lange
einer Zykloide, die die Bahn- o
kurve eines Punktes auf einem " _

rollenden Kreis beschreibt

Bahnkurve (Abrollen entlang der x-Achse, Radius r)

x(t) = t+rcos(3n/2—t/r)=1t—rsin(t/r)
y(t) = r+rsin(37/2—t/r)=r — rcos(t/r)

denn t = (2xr) - Drehwinkel (27r) <=  Drehwinkel = t/r

cos(31/2 —a) = —sina, sin(37/2 — a) = — cos
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Linge des Bogens fiir t € [0, 27r]

L = /Ozmw/x/(t)2+y’(t)2dt

27r
:/0 /(1= cos(t/r))? + (sin(t/r))? dt

Substitution s = t/r, dt = rds und ldentitaten

cost g tsintp =1, 1-cosp=2sin(p/2)

27 2T
L=r A \/2(1—cos(s))ds:r/0 2sin(s/2)ds =8r
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Beispiel
]
Parametrisierung nach Bogenliange q(s) der Spirale

C:  p(t) = exp(t) ( cost ) . P(t) = exp(t) ( cost —sint )

sint cost+sint

Definition E

t

s(t) = / 1p'(7)|dr = / V2exp(r) dr = v2(exp(t) — 1)
0 0

bzw. t(s) = In(s/v2+1)
Einsetzen in Parametrisierung p —

B cos(In(s/v2 + 1))
q(s) = (s/v2+1) < sin(In(s/v2 + 1)) )
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