Spur

Die Spur einer n x n-Matrix A ist die Summe ihrer Diagonalenelemente:

n
SquA = Z Ak k -
k=1

Fiir beliebige quadratische Matrizen A, B und invertierbare Matrizen Q gilt
Spur(AB) = Spur(BA), Spur(Q1AQ) = SpurA.

Aufgrund letzterer Eigenschaft, der Invarianz der Spur unter
Koordinatentransformationen, insbesondere auch unter Transformationen
auf Diagonal- oder Dreiecksform, kann die Spur einer Matrix auch als
Summe der Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt) berechnet
werden:

SpurA = Z A .
k=1
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Beweis
(i) Spur(AB) = Spur(BA):
Definition der Spur und des Matrix-Produkts mit C = AB, D = BA ~»

Spur C = ZCJJ = ZZaJ-,kka = Zzbk,jaj,k = SpurD
Jj k '

J k
di,k

(i) Spur(Q@AQ) = Spur A:
Anwendung von (i) auf das Produkt von Q7! und (AQ)Q ~

Spur(Q1(AQ)) = Spur((AQ)Q™) o0oTg SPUrA

(iii) Spur A=Y, Ax:

(i) == Invarianz der Spur bei Ahnlichkeitstransformation auf
Jordan-Form (A — J = Q71AQ)

Die Diagonale von J enthalt die Eigenwerte von A und folglich ist
Spur A= SpurJ =), A«
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Beispiel
]
[llustration der Eigenschaften des Spur-Operators fiir die Matrizen

a-(34) e (33)e-(13)

(i) Matrixprodukt:
18 13 4 11
AB_(16 11)’ BA_<10 25)
und Spur(AB) = 18 + 11 = 29 = 4 + 25 = Spur(BA)

(ii) Koordinatentransformation:

e - (5 7)(33)
- (4 o)(3)-

und Spur(Q 'AQ) =5+ (~1) =4 =143 = Spur
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(iii) Eigenwerte:
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Eigenwerte A\; =5, Ao = —1 und

)

SpurA=5+(-1)=4
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