Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Eine komplexe Funktion
f(z) =u(x,y) +iv(x,y), z=x+1iy

ist genau dann komplex differenzierbar, wenn die bivariate reelle Funktion

f(x,y) = (u,v)" total differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen den

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen geniigen:
he = Wap Wiy = — Vo

In diesem Fall ist
f'=u,+iv, = vy —iuy .

Es sind dann sowohl v als auch v harmonisch, d.h.

Au =ty +u, =0=Av.
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Beweis:
(i) Komplexe Differenzierbarkeit:

flz+ Az) = f(2) + f(2) Az + o(|Az]), Az=Ax+ily

Aufspaltung in Real- und Imaginirteil mit f/(z) =a+ib ~»
u(x + Ax,y + Ay) _ u(x,y) n [ a —b Ax ]
vix + Ax,y+Ay) )\ vixy) b a Ay
—_—

J
+o Lx
Ay
wobei f'(z)Az = (aAx — bAy) + (alAy + bAx)i und somit
L]= Ref'(z)Az
T \Umf(2)Az
& reelle Differenzierbarkeit mit J der Jacobi-Matrix
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Vergleich mit der reellen Jacobi Matrix

(5 2)--823-(3

~»  Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen:

Uy = Vy, Uy = —Vy
(i) Komplexe Ableitung:

f'(z) = a+ib

= uxtivy=v, —iuy,

(iii) Harmonizitat:
Vertauschbarkeit partieller Ableitungen — ~~

Au = uy + uyy = (Vy)x + (_VX)Y =0

analog: Av =0
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Beispiel:

f(z) = & = &Y = X cosy +i e*siny
—— N —

u v

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen erfiillt:

ux(x,y) = efcosy =vy(x,y)

uy(x,y) = —e*siny = —v(x,y)
=  komplexe Differenzierbarkeit Vz und
f'(z) = e“cosy +ie siny =€
u und v harmonisch:
Au = Uy + uy, =€ cosy +e*(—cosy) =0

analog: Av =0
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen 3-1



	Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

