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Periodische, quadratintegrierbare Funktionen

Der Raum der 27-periodischen Funktionen f : R — C mit
/Tr 1£(x)]? dx < oo

und der durch das Skalarpro_dTJkt

(Frg)r = 5 [ F(IE0)

induzierten Norm || - ||2 wird mit L3 bezeichnet.
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Alternativ kann der Raum der 27-periodischen quadratintegrierbaren
Funktionen auch als Abschluss der glatten Funktionen definiert werden,
d.h. jede Funktion f € L3_ lasst sich durch eine Folge unendlich oft
differenzierbarer Funktionen f,, approximieren:

If = fallo2r =0, n— 0.




Orthogonalitat von Kosinus und Sinus

Die Funktionen
1, cos(kx), sin(kx), k>0,

bilden ein Orthogonalsystem im Raum der quadratintegrierbaren
2m-periodischen Funktionen:

™

/cos(jx) cos(kx) dx = /ﬂcos(jx) sin(¢x) dx = ]sin(jx) sin(kx) dx =0

—T

fiir j # k und
/cosz(kx) dx = /sinz(kx) dx =17
fir k > 0.

Fourier-Reihen
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Beweis:

(i) Orthogonalitat von Kosinus-Funktionen:
Additionstheorem,

% (cos ((j — k) x) + cos ((j + k) x)) = cos(jx) cos(kx), j# k

—
] cos(jx) cos(kx) dx = % ]COS((j — k)x) dx + /Trcos((j + k)x) dx

Stammfunktionen csin(...) verschwinden bei +m
~ o [ =0

(i) Orthogonalitat von Kosinus und Sinus:

/ﬂ cos(jx)sin(¢x)dx =0,

—T

da Integral einer ungeraden Funktion liber symmetrisches Intervall

Fourier-Reihen
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(iii) Orthogonalitdt von Sinus-Funktionen:
partielle Integration —

/_7; sin(jx) sin(kx) dx = J; /_: cos(jx) cos(kx) dx

null nach (i)

(iv) Normierung von Kosinus und Sinus:
partielle Integration ——

/7T sin?(kx) dx = /W cos?(kx) dx

—Tr —Tr

Summe der Integrale gleich 27 wegen cos? +sin® = 1
—>  gemeinsamer Wert 7



Reelle Fourier-Reihe

Die reelle Fourier-Reihe einer reellen 27-periodischen Funktion f ist die
Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der Kosinus- und
Sinusfunktionen:

F(x) ~ % + 3 (ak cos(kx) + by sin(kx))
k=1

mit
s

1
a = %/f(t)cos(kt)dt, k>0,

by = l/f(t)sin(kt)dt, k>1.
s

—T

v

B FouremReihen |




Die Art der Konvergenz der Reihe hdngt von der Glattheit von f ab.
Hinreichend fiir absolute Konvergenz ist beispielsweise, dass die
Fourier-Koeffizienten ax und by absolut konvergente Reihen bilden.

Auch eine konvergente Fourier-Reihe muss nicht an allen Stellen den
Funktionswert als Grenzwert haben. An Unstetigkeitsstellen konvergiert die
Reihe meist gegen den Mittelwert aus rechtsseitigem und linksseitigem
Funktionsgrenzwert. Daher wird im Allgemeinen f(x) ~ > --- statt

f(x) =>_--- geschrieben.

R wieRehen T >



Beispiel:

reelle Fourier-Reihe der 2m-periodischen Fortsetzung der Funktion

f(x) = 1, xé€l[-m—m/2)U0,m/2)
0, x€[-7/2,0)U[r/2,7)

Kosmus—Koemeenten

k > 1: Kosinus gerade ——

—7/2 w/2 T

a = ! / cos(kt)dt+/cos(kt) dt =l/cos(kt) dt =0

T ™
-7 0 0

Fourier-Reihen
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(i) Sinus-Koeffizienten:

/2 /2
b = L /sin(kt)dt+/sin(kt)dt
4 -7 0
_ 1<[_M]‘”/2+[_M]“/2>
T k . k 0

- % (—2 cos(km/2) + (—1)k + 1)
k ungerade: by =0
k =4m: bym =0
k=4m+2: bamyr = 4/((4m + 2)7)
(iii) Fourier-Reihe von f:

+

_+ Zsm(4m+2) x)

1 4
dm+ 2 2 7

(Sin(22X) N sin%6x) i )

N o



Partialsummen

_+ Zsm((4m+2) x)

Idm+ 2
firn=2und n=28

VARG A1k VARG ‘
0 ™

-7 _

NI

f unstetig ~» langsame Konvergenz
Gibbsches Phinomen: Uberschwingungen in der Nihe der Sprungstellen
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Fourier-Reihen von geraden und ungeraden Funktionen

Die Fourier-Reihe einer geraden 2m-periodischen Funktion f ist eine reine
Kosinus-Reihe:

o
f(x) ~ % + Z ay cos(kx)
k=1

mit
v

ag = 2 / f(t)cos(kt)dt, k>0.
T
0

Entsprechend enthélt die Fourier-Reihe einer ungeraden 27-periodischen
Funktion nur Sinus-Terme:

f(x) ~ Y bysin(kx)
k=1




mit

b = 2 / F(t)sin(kt)dt, k> 1.
™
0

Beide Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition der
Fourier-Koeffizienten, da die entsprechenden Integrale aus
Symmetriegriinden null sind bzw. nur iiber eine Halfte des
Symmetrieintervalls integriert werden muss.




Beispiel:

Fourier-Reihe der 27-periodischen Fortsetzung der geraden Hutfunktion

us

Flx) = T+ x, xé€|[-m0)
-2 -7 [0 ™ o =X XG[O,T(’)

reine Kosinus-Reihe (bx = 0)

2 ™
30:—/7T—tdt:71'
s
0

oy



™

a = %/(w — t) cos(kt) dt

o

2 [cos(kt)]™
- 0-=
Tl k2 ],

=  Koeffizienten mit geradem Index null und

4
1= (om 1 1)



Fourier-Reihe:

erste drei Partialsummen

o

—2m -7 0 m 2m

Fourier-Reihen
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Beispiel:

Fourier-Reihe der 27-periodischen Fortsetzung der ungeraden Funktion

0, X=-7

-1 —m,0
f(X) — 9 X E ( 71-, )

0, X =

1, xe(0,m)

reine Sinus-Reihe (ax = 0)
_27r_ 2] cos(kt)]™ 2 B
bk—;/sm(kt)dt_ﬂ [ k L_ 2 (1-1¥)
0

—>  Koeffizienten mit geradem Index null und

4
bomet = o
2T 0m 4+ 1)1

S FouremReihen |



Fourier-Reihe:

4 > sin((2m + 1)x) _ 4 (sin(x) | sin(3x)
) WZ: omil a1 T3 *
Spezialfall x = 7/2: f(n/2) =1
m 1
s l73 5T

erste drei Partialsummen

1
u ar
- 0

= T

-2

Fourier-Reihen
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Fourier-Basis

Die Exponentialfunktionen ex(x) = ¢! sind im Raum der 27-periodischen

quadratintegrierbaren Funktionen orthonormal:
(ej, €k)or = —/eJ Jex(x) dx = &

fiir j, k € Z.

Fourier-Reihen
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Jj=k
1 p— 1 Y 1
- X aijix _ ix \—ijx - —
27T/ee dx 2W/ee dx 27T/ldx 1
j#k
L[ i L ] Gt gy _ L [€U7<]7
o= ee dx-27r e dx = = =0 =0

“r -7
denn 2™ =1firteZ —

Qilm _ g—itm _ il(—m) <ei£(2ﬂ-) _ 1) -0

oy



Fourier-Reihe

Die komplexe Fourier-Reihe einer 27-periodischen Funktion f ist die
Entwicklung nach dem Orthonormalsystem ey (x) = e'*:

F(x) ~ ) cren(x), = (f e)on = —/ t)ex(t) d

keZ

Die Konvergenz der Reihe hangt von der Glattheit von f bzw. dem
Abfallverhalten der Fourier-Koeffizienten ¢, ab.
Hinreichend fiir gleichmaBige Konvergenz ist 3, |cx| < oo.

Fourier-Reihen
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Beispiel:

Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion

1

f(x) = o

Umformung und Summenformel fiir eine geometrische Reihe  ~~

f(x) = % e.X/z_%ki_o:( ix)

(le*/2[ < 1)
Fourier-Reihe:

i 1
ikx
2k+

k=0

B FouremReihen |



Zusammenhang komplexer und reeller Fourier-Reihen

Die komplexe Fourier-Reihe
F(x) =) cke™

|3sst sich auch in Sinus-Kosinus-Form darstellen:

F(x) = % + " (ak cos(kx) + by sin(kx)) .
k=1

B



Fiir die Koeffizienten gelten die Umrechnungsformeln
ap = 2C0, ax = Ckx + C_k, bk = i(Ck — C,k)

bzw. 1 1 1
= 530, Ck = E(ak — ibk), C k= 5(3/( —|—ibk)

fir k > 1.
Die Fourier-Reihe ist genau dann reell, wenn c_, = ¢.

Fourier-Reihen
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Beweis:

Formel von Euler-Moivre

e =cost+isint
fr—
—ikx

|kx +c gk

Symmetrie von Kosinus bzw. Antisymmetrie von Sinus =
ak=ck+ck, bx=i(ck—c_x)
reelle Koeffizienten <
ax = ax N b, = Ek

d.h.
Ck+Cc y=Ck+C yNck—C_g=—Ck+C_k

Addition der Gleichungen ~~ ¢ = C_k

Fourier-Reihen

= ¢y cos(kx)~+icy sin(kx) + c_x cos(—kx) +ic_k sin(—kx)

2-1



Beispiel:

reelle und komplexe Fourier-Reihe der Funktion

f(x) = sin* x + cos® x

gerade Funktion

f(x)=(1 —coszx)2 +cos® x =1 — 2cos? x + cos® x + cos* x

9

Umwandeln von cos® x in Linearkombinationen von cos(kx)

S FouremReihen |



Additionstheoreme

cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf
sin(a + 8) = sinacosf + cosasin 3

=
cos(2x) = cos?x —sin®x =2cos®x — 1
cos(3x) = cosxcos(2x) —sinx sin(2x) = 4cos>x — 3cosx
~——
=25sin x cos x
cos(4x) = 2(cos(2x))®> —1=8cos* x — 8cos® x + 1
Sukzessives Auflosen — ~~
1 1
cos’x = 5 + 5 cos(2x)
cos’x = 3 cos x + E cos(3x)
4 4
3 1 1
cos*x = 3 + 5 cos(2x) + 3 cos(4x)

N 5o



Einsetzen in f ~

f(x) = g + %cosx - %cos(ZX) + %cos(3x) + %cos(4x)
reelle Fourier-Koeffizienten (b = 0)
3 3 1 1 1

B=7, A=, 2=-g, Bw=,, u=g

komplexe Fourier-Koeffizienten ¢, = c_x = ax/2
3 3 1 1
¢ = g’ C+1 = g’ Cx2 = Ty C+3 = g’ Cta = 16

komplexe Fourier-Reihe
f(x) = §+geix+ge—ix_%GZix_%e—2ix+%e3ix+%e—3ix+1_16 4ix+1_16e—4ix

alternative Herleitung mit Hilfe der Formeln von Euler-Moivre

_1 ix —ix : _i ix —ix
cosx-z(e +e ), sz_Qi(e e )

T -wreee— g



Differentiation und Integration von Fourier-Reihen

Eine Fourier-Reihe kann gliedweise integriert und differenziert werden:

/Z ckek(x) dx = dy + Z dkek(x), d, = (ik)_lck ,

k£0 k£0

mit dy € R bzw.

d

a Z dkek(x) = Z ckek(x), Ck = (ik)dk,
k k#0

mit ex(x) = ek~

Dabei wird die Konvergenz der auftretenden Reihen vorausgesetzt.

Hinreichend dafiir ist beispielsweise, dass die Betrage der

Fourier-Koeffizienten quadratsummierbar sind:
D lewl® < o0.
K

v




Ist das Absolutglied ¢y der Fourier-Reihe nicht null, so hat die Reihe keine
periodische Stammfunktion und die gliedweise Integration liefert keine
Fourier-Reihe mehr.

=



Beispiel:
Fourier-Reihe von
f(x) = |sinx|

f gerade ~~  reine Kosinus-Reihe, by = 0 und

™

2 .
ay = — /smxcos(kx) dx
T
0
zweimalige partielle Integration  ~~

T [, sin(kx)]" r sin(kx)
Eak = {smx p ]0 /cosxT dx
cos(kx)]™ 1 I
= 0+ [COSXT:|O + p/smxcos(kx) dx

0

™



Auflésen nach ap  ~

2((~1)* + 1)

R =

(gilt auch fiir ag)
ax = 0 fiir k ungerade, cpy = ax/2 ~

o0

2 1 i 2 4 1
f(X)N_;Z4k2_]_eIX:;_;ZWCOS(2kX)
keZ k=1
1
A 4 =
-7 0 T



Fouier-Reihe der Ableitung
f'(x) = sign(sin x) cos x

gliedweise Differentiation  ~~

2 ik .. 4 . 2k
Fl(x) ~ —= 2hx _ T — =7 sin(2k
(x) 71'kZ:7£04k2—1e sz_:l4k2—1sm( x)

e



Beispiel:
Fourier-Reihe der 27-periodischen Fortsetzung der Funktion

f(x)=x, x¢&[-m,m)

—r 0

Fourier-Reihen 3-1



f ungerade ~~  reine Sinus-Reihe, ax = 0 und
2 [
by = — /xsm(kx) dx
7r
0

partielle Integration  ~~

b — 2 [_Xcos(kx)} +z/cos(kx) dx
7r T

k k
0 0
_ _2(—1)’<+g sin(ﬁx) i
k T k 0
0

Cik = Fibk/2  ~

)k > (1)K
f(X) -~ iz%elkx _ _ZZ( 2‘) sin(kx)

k#0 k=1

R wieRehen T >



27-periodische Fortsetzung der Stammfunktion
F(x)=x%/2, xé&[-m, )
gliedweise Integration, dp = lff F=n2/6 ~s Fourier-Reihe

1)k 72 - (_1)k
~ do + Z =% +2 2 cos(kx)
k#0 k=1
— 1
Einsetzen von x =71~ Z i (F(m) — do)/2 = ©°/6
k=1
A
w22+
-7 0 T v

N -wreee— g



Skalierung von Fourier-Reihen

Die Fourier-Reihe einer h-periodischen Funktion f erhdlt man durch lineare
Transformation auf das Intervall [—m, 7].
Alternativ lassen sich die Fourier-Koeffizienten auch direkt berechnen:

f(X) ~ Z Ck e27rikx/h

kEZ

h
/ f —2Tr1kt/h dt .
0

mit

1
h




Entsprechend erhdlt man fiir eine reelle Fourier-Reihe

f(x) ~ % + Z ay cos(2mkx /h) + by sin(2mkx/h)
k=1

die Koeffizienten

)
=
Il

>N

h
/f )cos(2mwkt/h)dt, k>0,
0

by = f(t)sm(27rkt/h)dt, k>1.

>N
o

=



Beispiel:

reelle Fourier-Reihe der h-periodischen Fortsetzung der Funktion

)1, x€]0,q)
fl) = {O, x € [a, h)

mtO<a<h

@ Kosinus-Koeffizienten:

k>1

a

ay = %/cos(Zwkt/h) dt = % [hsin(;::t/h)r = sin(2rka/h)

mk
0
0



@ Sinus-Koeffizienten:

a

hcos(2wkt/h)]° 1 — cos(2mwka/h)

2 [ 2
by = 7 /s|n(271'kt/h) dt = h [_ 2wk ]0 mk
0

Fourier-Reihe

a  ~=sin(2mwka/h) 1 — cos(2mwka/h) .
)~ 2+ 2"k cos(2mkx/h) + o sin(2mkx/ h)




Fourier-Projektion

Die Fourier-Projektion einer quadratintegrierbaren Funktion f,
pnf = Z Ck €k, Ck= (f ek == / f(t)e_lkt dt,
|k|<n

ist die beste Approximation zu f in der durch das Skalarprodukt (-, )2,
induzierten Norm || - |25, d.h.

f—pofllar = min  [If — qll2r
IF = pofller = _min _[If = allr

[k|<n

Dariiber hinaus gilt ||paf||2x < ||f]|2=-

Konvergenz
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Beweis:
(i) Orthogonalitat:

(f — paf,€)2x =0, |j|<n

unmittelbare Folge der Orthogonalitdt der Basis-Funktionen:

(Pnf,e)or = Y cilere)on = > adhj=c, Ll <n

IK|<n IK|<n

Subtraktion von (f,e;) =¢; =  Behauptung

oy



(i) beste Approximation:
Fehler einer anderen Approximation g = ZIkISn dy e

Hf_qH%n- = ”f_Pnf"‘Pnf_qH%ﬂ

= |If- Pnf“;r +(f = paf, r)ox ++(r, f — paf)or + ”rH%ﬂ'

mit r = pof — g
r Linearkombination von ¢, |j| <n =

(f = pnf,r) =0=(r,f — ppf)

und
If — qll3x = If — paf I3 + |IPnf — qll34

Konvergenz
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(iii) Normabschatzung:
f — pnf L pnf, Satz des Pythagoras —

1132 = I = paf 13z + llPaf 135,

d.h. ||pafllor < |Ifl2x

e



Dirichlet-Kern

Die Fourier-Projektion

pnf = Z (f, ex)oren,  ex(x) = e,

[k|<n

besitzt die Integraldarstellung
1 ™
(o)) = 5 [ anlx = 1) F(2) e,

m in((n+1/2)¢)
sin((n
qn(g) = sl (6/2) )

d.h. p,f l3sst sich als Faltung des sogenannten Dirichlet-Kerns g, mit der
Funktion f darstellen.

v
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Beweis:

Definition des Skalarproduktes und der Projektion — ~~

paf(x) = > %/f(t)e_ikt dt el = %/ > KT £(t) dt

[kl<n — Zx Zr |kl<n
—_———
an(x—t)

setze £ = x — t und benutze

un+1 —ym
um_i_um-l—l_i__“_‘_un: ’ u;él
u—1
PSS
ei(n—‘,—l)ﬁ _ o iné ei(n—i—1/2)§ _ e—i(n+1/2)§
W)= —Gg—y = 0i€/2 _ o—i€/2
Formel von Euler-Moivre, sin t = (elt —e7t)/(2i) ~
sin((n+1/2)¢
) - Sl 129
sin(£/2)

Konvergenz



Konvergenz im Mittel bei Fourier-Reihen

Fiir eine quadratintegrierbare Funktion f konvergiert die Fourier-Reihe

iy
i 1 .
Z Ck ek, ex(x) = e o= (f,ex)on = o f(t)e—lkt dt
kEZ 77_7T
in der Norm || - ||2x, d.h. fiir die Partialsummen gilt

1 s
IF = paf1Br = 5 [ 1F06) = (poF)()P o =0

fir n — oo.

Konvergenz Konvergenz im Mittel von Fourier-Reihen
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Beweis:

(i) Analyse der Konvergenz fiir glatte 27m-periodische Funktionen g:
Darstellung der Fourier-Projektion mit dem Dirichlet-Kern:

1 _sin((n+1/2)9)
()00 = 5= [ aulx— V(o) de. anle) = S

—T

E=x—t [T qgo= [1+ Y ekdé=2r ~

50— (pog) ) = 5= [ sin(n+1/2)e) EXL= £ ) g

=h(x,§)

. o . I'Hospital . : .
g zweimal stetig differenzierbar  —2 h mindestens einmal stetig

differenzierbar

Konvergenz Konvergenz im Mittel von Fourier-Reihen 6-1



1g(x) — (png)(X)]

[_ cos((n+1/2)¢)
2m(n+1/2)

1 Trcos((n+1/2)§) |
27r/ n+1/2 he(:

h(x f)} ¥

part. Int.

< imax|h(x |+ = ! m3X|h§(X §)|

™ x,§

— 0 fiir n — o0

Konvergenz Konvergenz im Mittel von Fourier-Reihen 6-2



(ii) Konvergenz fiir beliebiges periodisches quadratintegrierbares f:
Vf 3 Folge glatter approximierender periodischer Funktionen g,, d.h.

If — gmll2r — 0, m— o0
Dreiecksungleichung  ~»  Fehlerabschatzung

If = paflloe = [[(f — &m) + (&m — Pn&m) + (Pn(gm — f))ll2x
< |If — gmll2x + [l&m — Pngmll2x + |Pn(gm — )ll2x

wahle, fiir gegebenes € > 0, m so, dass
If — gmll2r < /3
Beschranktheit der Fourier-Projektion —
1Pn(gm = f)ll2x < llgm — fllox < /3
Konvergenz der Fourier-Projektion fiir glatte Funktionen ——

dnz: |lgm — Pn&mll2r <€/3, n>n.

Konvergenz Konvergenz im Mittel von Fourier-Reihen
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Parseval-ldentitat

Die Norm einer 27-periodischen quadratintegrierbaren Funktion f |dsst
sich durch die Fourier-Koeffizienten

ck = (f, ek)on = —/ (t)e Kt dt

ausdriicken:
11 = 5 / (P de =3 lel?.
keZ

Entsprechend gilt fiir die Kosinus- und Sinus-Koeffizienten einer reellen

Funktion f
2 a% 1 2
”fH%:IJFEkz—:l aj + by)

v

Konvergenz Parseval-Identitat 7-1



Beweis:
Konvergenz der Fourier-Reihe:

||f - pnf”%ﬂ' — 07 n— oo

1135

lim FlI2. = lim g cke E cie;
n—)oo”pn “27r o0 k€k; : j €j
[k|<n ljl<n o

da (ek, ej>27r = 5k,j
Analoge Argumentation im reellen Fall aufgrund der Orthogonalitat der
Kosinus- und Sinusfunktionen und der Normierung

7'('

1 [ 1, 1
E/cos (kx) dx = o /sm (kx) dx = 5

—T

Konvergenz Parseval-Identitat 8-1



Beispiel:

f(x)=x, xel[-m,7m), f(x+2m)="F(x)

Fourier-Reihe

E:i_lk ikx
f(X)N (k) ek
PRV g —
=cCk

Konvergenz Parseval-ldentitat 9-1



Norm

Parseval-ldentitat —

IF13e =D le® =D i

keZ k£0

~  ldentitat

oo
™ 1 1 1 1
Tl et
k=1

Konvergenz Parseval-Identitat 9-2



Konvergenzrate der Fourier-Projektion
Der Fehler der Fourier-Projektion Iasst sich fiir periodische Funktionen mit
quadratintegrierbarer k-ter Ableitung durch

If = pafllzn < (n+ 1) 74| F |2

abschatzen.
Fiir f(x) = e/("t1)x ist die Ungleichung scharf.

Konvergenz Konvergenzrate der Fourier-Projektion 10-1



Beweis:

Fourier-Reihe

F(x) ~ > _ g™

JEZ
Fourier-Reihe der k-ten Ableitung
F(x) ~ > glij)ke
JEZ

Parseval-ldentitat

k 12k
IFON5, = > IePLil?
=
—

[ -
IF = poflEe = >~ lg* < leif* 2 gyae = (04 17 IF95

2k
lj|>n JEL At 1)

Konvergenz Konvergenzrate der Fourier-Projektion 11-1



Spezialfall g(x) = el(n+1)x;

Cnt1 =1, =0fiir j #n+1, g®)(x) = (i(n + 1))k ellnt)x

~»  Gleichheit in der Fehlerabschatzung, denn p,g =0 —

lg — g3 = llgli3- = lI(i(n + 1)) ™3, = (n+ 1) g3,

Konvergenz Konvergenzrate der Fourier-Projektion 11-2



Fourier-Matrix

Durch Bilden von Potenzen der Einheitswurzel
w, = exp(27i/n)

erhdlt man die so genannte Fourier-Matrix

wo0 o 2D

W, = : :
Wr(]n—1)~0 o Wr(’n—1)~(n—1)

Sie ist nach Normierung (W,, — W,/+/n) unitar, d.h. WW,/n ist die
Einheitsmatrix. )
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Beweis:

(i) Orthogonalitat der Spalten:
komplexes Skalarprodukt der (j + 1)-ten und (k + 1)-ten Spalte

n—1 (k) W(f—k)” 1
E 4 bk — E —K)e _ "n _

w. w, = w; = —F
— n "n . n n/fk _1

(ii) Normierung:
lw"| =1 = Norm der Spalten gleich \/n
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Beispiel:

n=4, w, =exp(2mi/4) =i
1
1
Wy = 1
1

unitar nach Division durch 2, d.h.

() () -

Symmetrie der Fourier-Matrix —

Wi =W, =,

Diskrete Fourier-Transformation Diskrete Fourier-Transformation 14-1



Diskrete Fourier-Transformation

Die Multiplikation eines n-Vektors ¢ mit der Fourier-Matrix W, wird als
diskrete Fourier-Transformation bezeichnet:

f=Whe < c:%W,Tf.

DefinitionsgemaB ist also

mit w, = exp(27i/n), wobei die Vektoren ¢ und f von 0 bis n — 1 indiziert
werden. /
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Die diskrete Fourier-Transformation entspricht der Auswertung des
trigonometrischen Polynoms

n—1
p(X) _ Z Ckeikx
k=0

an den Punkten x; = 2mj/n: f; = p(x;), j=0,...,n—1.
Die inverse Transformation kann als Riemann-Summe fiir die
Fourier-Koeffizienten interpretiert werden:

T n—1
1 ; 1 :
(fa ek>271' = % / f(X)e_lkX dx ~ E J_ZO f(Xj)e_'ka
0 —

mit x; = 27j/n.
Diese Approximation ist fiir glatte periodische Funktionen und n > |k|
sehr genau.

Diskrete Fourier-Transformation Diskrete Fourier-Transformation
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Beispiel:

diskrete Fourier-Transformation des Vektors ¢ = (3, —2, 0, 1)

Multiplikation mit der Fourier-Matrix = ~~

1 1 1 1 3 2

1 0 -1 —i 2 3 3i
f=Wac=11 1 1 4 o |~ 4

1 —i -1 i 1 3+ 3i

1 1 1 1 2
1. 1|1 —i -1 i 3-3 | 1
c=gWaf=211 1 1 1 4 2
1§ -1 - 34 3i

Diskrete Fourier-Transformation Diskrete Fourier-Transformation
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Schnelle Fourier-Transformation
Die diskrete Fourier-Transformation,
n—1
ﬁ:chW{,k, j=0,...,n—1,
k=0

(w, = exp(27i/n)), kann fiir n = 2¢ mit der sogenannten schnellen
Fourier-Transformation (FFT, Fast Fourier Transform) mit
2nf-Operationen berechnet werden.
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In der rekursiven Version hat der Algorithmus die folgende Form:

f =FFT(c)
n = length(c)
if n=1, f = c, return
else
= FFT(C(), @goo00q Cn_z) 9 h = FFT(Cl7 CByocoq Cn—l)
p= (1, Wi, W2, ..., W,’,7/2_1>
end

Dabei bezeichnet .x die komponentenweise Multiplikation von Vektoren,
d.h. (a.* b)j = ajbj.

Diskrete Fourier-Transformation Schnelle Fourier-Transformation
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Die inverse diskrete Fourier-Transformation

kann vollkommen analog berechnet werden. Man bezeichnet den
entsprechenden Algorithmus mit ¢ = IFFT(f).

Diskrete Fourier-Transformation Schnelle Fourier-Transformation
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Beweis:

(i) Induktive Herleitung des Algorithmus:

n—1

fi =
k=
mit m = n/2 und W = exp(27i/m) = w?

Summen entsprechen den im Algorithmus rekursiv berechneten
Transformierten g und h der Linge m:

ij-:gj—i—wjhj, Jj=0,....m-1
W™ =1 und W™ = wl exp((27i/n)(n/2)) = —w =

fiom=g —wh, j=0,...,m—1,

d.h. (fm, fm+1, ---, fa—1)" ist ebenfalls mit Hilfe von g und h berechenbar

Diskrete Fourier-Transformation Schnelle Fourier-Transformation

m—1 m—1
CkaJ = E C2kVT/kJ + w Z C2k+1VT/kJ, j=0,...,n—1
0 k=0 k=0
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(ii) Anzahl op(n) der Operationen des FFT-Algorithmus:
Addition der zur Berechnung von g, h, p und f bendtigten Operationen

op(n) = op(n/2) +op(n/2) + (n/2) + 3(n/2) = 20p(n/2) +2n
lteration der Identitit —

op(n) = 2(2op(n/4)+2(n/2)) +2n=4op(n/4)+ 2n+2n

= 2£op(1)+2n+---+2n
—_—

¢-mal

op(1)=0 ~»  Gesamtoperationenzahl 2¢n
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Beispiel:

diskrete Fourier-Transformation des Vektors

3
c— -2
- 0
1
g = FFT(3,0):
g 3
h =0

wy = exp(27i/2)=-1,p=(1)
g = (3+1-0,3-1-0)"=(3,3)"

Diskrete Fourier-Transformation Schnelle Fourier-Transformation
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h=FFT(-2,1):

-2
=1
wy = exp(2mi/2)=-1,p=(1)
h = (=2+41-1,-2-1-1)t=(-1,-3)

> 02
|

Addition der rekursiv berechneten diskreten Fourier-Transformierten

g=(3,3)" h=(-1,-3)

exp(2mi/4) =1, p = (1,i)"

g+ p.xhg—p.xh)
3+41-(-1),3+i-(-3),3—-1-(-1),3—1i-(-3))"
2,3 —3i,4,3 +3i)"

Wqg =

(
(
(
(
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Trigonometrische Interpolation

Fiir n = 2¢ kdnnen die Koeffzienten des trigonometrischen Polynoms

p(x) = cmcos(mx) + Z ce™, m=n/2,
|k|<m
das die Daten

fi=1f(x), xj=2mj/n,j=0,....,n—1,

interpoliert, mit der inversen schnellen Fourier-Transformation berechnet
werden:

(coy---yCmy Comit,...,co1) = IFFT(f).
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Beweis:

zusatzlicher Kosinus-Term  ~»  gerade Anzahl der Daten
(notwendig fiir die schnelle Fourier-Transformation)
definiere

1
(cos--vsCmy Comtts.-- 1) =C=IFFT(f) = =W, f
n

mit der Fourier-Matrix W,

(Indizierung von ¢ und f von 0 bis n — 1)

W, /+/n unitir bzw. Definition der inversen diskreten
Fourier-Transformation ——

d.h. p erfiillt die Interpolationsbedingungen

Diskrete Fourier-Transformation Trigonometrische Interpolation
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ersetze Terme bei p, ohne Verletzung der Interpolationsbedingungen
@ k=m: . '
e'™i = (=1) = cos(mx;),
da mx; = (n/2)(2mj/n) = 7j und &7 = -1

e k=m+1,...,n—1

¢k = Ck—p und
eIka _ el(k—n)xj ’

da —nx; = —27j und e?m =1
-
m—1 n—1
ﬁ(xj) = Z Ckelka + cm cos(mxj) 4 Z Ck_nel(k—n)Xj
k=0 k=m+1

/

-~

271 ikx;
k=—m-+1 k€

J
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Beispiel:

Interpolation der Daten
f =(0.2,-6,-0.2,10,0.2, -6, —0.2,10)"

an den Stellen x; = 27j/8, j =0,...,7, durch ein trigonometrisches
Polynom

inverse diskrete Fourier-Transformation — ~~
&= IFFT(f) =(1,0,0.1 +4i,0,—1,0,0.1 — 4i,0)"
Umindizierung (& = cx—s, k =5,6,7) ~
c=(c_3,...,c4)" =(0,0.1 —4i,0,1,0,0.1 + 41,0, —1)"
interpolierendes trigonometrisches Polynom
p(x) = (0.1 — 4i)e 2 + 1+ (0.1 + 4i)e®™ — cos(4x)

Daten f reell =  p reell

(0.1 — 4i)e™2 4 (0.1 + 4i)e?™ = 0.2 cos(2x) — 8sin(2x)

Diskrete Fourier-Transformation Trigonometrische Interpolation
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Fourier-Filter:

Die trigonometrische Interpolation in Verbindung mit der diskreten
Fourier-Transformation kann zum Ausblenden hochfrequenter Stérungen in
Signalen verwendet werden.

interpoliere die Daten

o
fi ~ fx), xj:%f, 0<j<n=2",

mit einem trigonometrischen Polynom

p(x) = cmcos(mx) + Z cel™, m=n/2
|k|<m

Tiefpass mit Bandbreite M:
setze alle Koeffizienten ¢, mit |k| > M null
~»  Unterdriickung von Storungen fiir hinreichend kleines M
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Sprachsignal f(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8

y
1
05
0
~05

o 0.2 04 06 0.8 1

500 der 40000 Amplituden |Re(ck)]

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0
0 100 200 300 400 500

Glattungseffekt fiir die Bandbreite M = 400
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0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Glattungseffekt fiir die Bandbreite M = 100

kleine Bandbreite = ~~

Diskrete Fourier-Transformation
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Bei der Implementierung ist zu beachten, dass die inverse diskrete

Fourier-Transformation den permutierten Koeffizientenvektor ¢ berechnet:

(607 ctty En—l) = (C07 ] Cm, C—m+17 sty C—l)

Programmsegment fiir einen Fourier-Filter:
IFFT: f; — &
CM+1 = CM+1, - - - Cn—1—m = c_p—1 auf null setzen
FFT: & — p(x))

Hochpass:

Nullsetzen der unteren Koeffizienten

Diskrete Fourier-Transformation Trigonometrische Interpolation
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Zyklische Gleichungssysteme

Eine zyklische Matrix

a ap-1 - a1
al a0 ar

A=
dpn—1 dap—2 - 4o

besitzt die Eigenwerte

n—1
A= Z aw, ¥, w, =exp(2ri/n),
k=0

und kann durch die Fourier-Matrix, deren Spalten Eigenvektoren von A
sind, diagonalisiert werden:

Wi AW, = diag(A1, ..., An), A= Wra.

Diskrete Fourier-Transformation Fourier-Transformation zyklischer Gleichungssysteme
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Zyklische Gleichungssystems Ax = b lassen sich somit mit Hilfe der
diskreten Fourier-Transformation |3sen:

x = W, diag(\1, ..., An) Y (W:b/n).

Fiir n = 2¢ ist die schnelle Fourier-Transformation anwendbar, und man
erhdlt den folgenden Lésungsalgorithmus:

c = IFFT(b)

A =n IFFT(a)

yi=¢/A., j=0,...,n—1
x =FFT(y).

Diskrete Fourier-Transformation Fourier-Transformation zyklischer Gleichungssysteme
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Beweis:

(i) Eigenwerte und -vektoren:
Eintrag (j + 1,4 + 1) von AW,

n—1
(AW")_/'"‘l,f-f—l = Z dj—k mod n Wp

k=0

Substitution k =j — k'~
! 0] k’)[
Z ak’ mod n an
k'=j—n+1

ersetze k' =j —n+1,...,—1durch j+1,...,n—1
~  keine Anderung der Summanden da w;; ¥ = w Kt"

n—1
(Z aw wn”) wh! = Ao wi!
I —

~ (f + 1) ste Spalte des Produkts ist \p-faches (¢ + 1)-ten Spalte der

N _di .
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(ii) Zyklisches Gleichungssystem:
Multiplikation des Gleichungssystems Ax = b mit W /n und Setzen von
x=Wyy ~

1 * 1 *

-W AW, y = —Wb

\nw—’ \nw—’

diag(A1,..-,An) c

Losung y; = ¢j/Aj

Diskrete Fourier-Transformation Fourier-Transformation zyklischer Gleichungssysteme
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Beispiel:

zyklisches Gleichungssystem Ax = b mit

-12 -4 8 4 12

4 12 -4 8 —20
A= 8 4 12 -4 » b= 0
—4 8 4 12 8

n=4,a=(-12,4,8,-4)"

¢ = IFFT(b)=(0,3+7i,6,3 - 7i)"

1 1. 31 1)\°
Yo C'“—(O’z—z"—z’ﬂzl)
X = FFT(y):(_Q’Q’_l’l)t

Diskrete Fourier-Transformation Fourier-Transformation zyklischer Gleichungssysteme
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Fourier-Transformation

Existiert zu einer Funktion f das Parameterintegral

(e.9]

Fly) = / Fx)e ™ dx

fiir alle y € R, so heiBt f Fourier-transformierbar und die Funktion f
Fourier-Transformierte von f.
Man schreibt

f=Ff, bzw. f(x) s f(y).
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Entsprechend ist die inverse Fourier-Transformation 71 durch

r Fl 1 r 3 iyx
fly) = fl) =5 [ f(y)e”dy,
—0o0
definiert und es gilt
f=F 'Ff

fiir absolut integrierbare, stetig differenzierbare Funktionen f.
Die Fourier-Transformation und die inverse Fourier-Transformation sind
linear. Sie unterscheiden sich nur unwesentlich. Es ist

Ff =2nF-1f.

Fourier-Transformation Fourier-Transformation
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Beweis:

Idee:

Fourier-Transformation als Grenzfall der Fourier-Reihe, d.h. eine
kontinuierliche Entwicklung nach Exponentialfunktionen ex(x) = e
Annahme: f = 0 auBerhalb von [—h, h]

Fourier-Reihe fiir x € [—h, h], Definition der Fourier-Transformation ~ ~~

ikx

0 h
) = 3 2—1/7/f(t)ek(t7r/h)dt ex(x7/h)
k=—0oc0 iy
1 — i(km/h)x
= %F _Z f(kﬂ'/h)e (km/h)

Riemann-Summe der inversen Fourier-Transformation
konvergent bei hinreichend glattem f fiir Ay =7/h — 0
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Beispiel:

Fourier-Transformation der Impuls-Funktion

() = {1, x| < 1/2

0, sonst

Definition, Formel von Euler-Moivre  ~~

1/2 2 s
. e iyx e ¥/2 _ iy/2
( ) _Jz —1y —1/2 —ly
sin(y/2 _
—}E)//é ) = sinc(y/2)

Fourier-Transformation Fourier-Transformation 29-1



Beispiel:
Fourier-Transformation der Funktion
f(x) =e X

Formel von Euler-Moivre = e = cos(xy) — isin(xy)
f gerade = [%_f(x)sin(xy)dx =0 und

fly) = 2 / e ¥cos(yx)dx = 0+2 / LI
part. Int. y
0 0
00 o0
— ol _cos(gfx))] —2/e_xcos(§/x) "
part. Int. y 0 y -

_ 2 Ay

y2 o y?

Umformung  ~  f(y) =2/(1+ y?)
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Beispiel:

Die GauB-Funktion ist eine Eigenfunktion der Fourier-Transformation:
f(x) = exp(—x*/2) &  F(y) = V2rexp(-y*/2).

Definition ~~

f(y) = exp(—y2/2) / exp(—x2/2 — iyx+y2/2) dx
—00
setze
—2%/2 = —(x +iy)?/2, dz = dx

Verschiebung des Integrationswegs (Komplexe Analysis),
zeR+iy—-zeR ~

Fly) = f(y) / exp(—22/2) dz = f(y)V2r
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Differentiation bei Fourier-Transformation

Bei der Fourier-Transformation entspricht die Ableitung einer
Multiplikation mit der transformierten Variablen und umgekehrt:

flx) = ()
xf(x) L if(y).

Fourier-Transformation Differentiation bei Fourier-Transformation
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Beweis:

betrachte hinreichend schnell abfallende Funktionen
~>  keine Randterme bei partieller Integration

(i) Differentiation von f:

[ee] o0
— . d . ~
' (y) = / fl(x)e™dx = 0- / f(x) —e Y dx =iyf(y)
part. Int. dx
—00 —00 —iyve—iy"

~

(i) Differentiation von f:
() =i / f(x)di’yeiyx dx =i / F(x)(—ix)e " dx = &(y)
mit g(x) = xf(x)

Abschwachung der Voraussetzungen mit Hilfsmitteln der
Funktionalanalysis

Fourier-Transformation Differentiation bei Fourier-Transformation
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Beispiel:

Fourier-Transformation der GauB-Funktion

fx)=e2 fy)=Vore '/

f'(x) = —xe /2 = —xf(x)
Transformationsregeln —
o) = i)
—xf(x) T —if'(y)
identisches Resultat:
—if'(y) = —iv2r(—y)e 2 = iyf(y)

mehrfache Anwendung der Transformationsregeln  ~~
Fourier-Transformation von Funktionen der Form p(x) exp(—x?2/2) mit
beliebigen Polynomen p

Fourier-Transformation Differentiation bei Fourier-Transformation
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Beispiel:

fx)=e ™, f(y)=

Anwendung der Transformationsregeln:

. .2 2y
Fl(x) = — LN fly) = 2
(x) sign(x)e yf(y) = 1 Y
Cix F PN 4iy
S R

~  explizite Fourier-Transformation von Funktionen der Form
p(x) exp(—|x|) mit beliebigen Polynomen p

Fourier-Transformation Differentiation bei Fourier-Transformation
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Verschiebung bei Fourier-Transformation

Eine Verschiebung der Variablen entspricht nach Fourier-Transformation
bzw. Riicktransformation einer Multiplikation mit einer
Exponentialfunktion:

fix—a) 2 exp(—iay)f(y)
N

exp(iax)f(x) fly —a).
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Beweis:

(i) Verschiebung:
g(X)=f(X—a),)~(=X_a ~

g(y) = / f(x —a)e™ dx = / f(R)e Y&+ gz = e D2 f(y)

(i) Multiplikation mit Exponentialfunktionen:
(x) = €= F(x)

i) = [ o= [ e o ax
= f(y—a)

Fourier-Transformation Verschiebung bei Fourier-Transformation
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Beispiel:
Impuls-Funktion

)1, X[ <1)2 apN _ sin(y/2)
x(x) = {0’ sonst , X(y) =sinc(y/2) = 2

Fourier-Transformation von x(x — j):
e Wsinc(y/2)
Fourier-Transformation von exp(27ijx)x(x)

oy ooy Siny/2=mj) _ (=1 sin(y/2)
N 7

Fourier-Transformation Verschiebung bei Fourier-Transformation

38-1



~»  Fourier-Transformation eines trigonometrischen Polynoms
p(X) — Z Cje27rijx
JEZ
eingeschrankt auf [—1/2,1/2]

) D sin(y/2) Y S

G /2

Fourier-Transformation Verschiebung bei Fourier-Transformation
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Skalierung bei Fourier-Transformation

Fir a # 0 gilt
flax) > f(y/a)/lal. J

Fourier-Transformation Skalierung bei Fourier-Transformation



Beweis:

g(x)=f(ax), X =ax, dX = adx ~»

oo Cloe)
gly) = / f(ax)e ™ dx = é / F(R)e /2 dg = %f(y/a)
—0o0 —S500

mit s = sign(a)
Umkehrung der Integrationsgrenzen fiir a < 0 (s = —1)

| oax= [
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Beispiel:
Fourier-Transformierte der Funktion

f(x) = e 2b)

verwende , ,
g)=e? s g(y) = Vore )

Skalierung von g(x) mit v/2a, d.h. h(x) = g(v2ax) ~

h(x) = e, h(y) = \/m/ae™¥"/(4)
Verschiebung um b nach rechts, d.h. f(x) = h(x — b) ~~

fly) = \/w/ae_ibye_VQ/(A"’)
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Faltung und Fourier-Transformation

Die Faltung zweier Funktionen,

(e}

(Fxg)(x) = / Flx— t)g(t) dt

—00

wird durch die Fourier-Transformation in ein Produkt uberfiihrt:
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Beweis:

formales Argument:
linke Seite

Frgly) = 7 /OO f(x — t)g(t)e™™ dt dx

schreibe e = e~ ¥(x=t)e=i¥t nd substituiere z = x — t, dz = dx
~  Integral in Produktform:

/ F(z)e 7 d / g(t)e " dt

Ubereinstimmung mit der rechten Seite
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Beispiel:

Impuls-Funktion

X(X):{L M1z o sin(y/2)

, = —""% —sinc(y/2
0, sonst y/2 /2)

1
—— x(@)
>
1|0
2 2
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Faltung von x mit sich selbst

1/2 0 X<l
x+1, —-1<x<0
) (x) = x—t)x(t) dt = x—t)dt =
() = [ X de= [ eode= 3700 T
% ~1)2

Fourier-Transformation der sogenannten Hutfunktion y % x:

) sin?(y/2)

X*x(y) = sinc(y/2)

aufgrund der Faltungsformel
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Regeln fiir die Fourier-Transformation

¢(x) ¢(y)
af (x) + bg(x) f(y) + bg(y)
f(—x) 27f(y)
(x) F(—y)
f (ax) f(y/a)/lal, a+#0
f(x —a) xp(—iay)f(y)
exp(iax)f(x) f(y —a)
f'(x) iyf(y)
xf (x) if '(y)
(fxg)(x) F(v)&(y)
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Quadratintegrierbare Funktionen

Fiir ein Gebiet D C R” bezeichnet L?(D) den Raum der Funktionen
f: D—Cmit

/|f(x)|2 dx < oo
D
und der durch das Skalarprodukt

(r.) = [ Fx)g0x) o

D

induzierten Norm || - ||.

Alternativ kann L?(D) auch als Abschluss der glatten Funktionen definiert
werden, d.h. jede quadratintegrierbare Funktion ldsst sich durch eine Folge
unendlich oft differenzierbarer Funktionen f, approximieren:

If —fll =0, n—oo.
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Beispiel:
radiale Funktion
F(x) = IxP?
(i) D={xeR": r=|x| <1} (n-dimensionale Einheitskugel):

1

/\f(x)|2 dx = c /rzsr"_1 dr
Kugelkoord.

D 0

—  f quadratintegrierbar fiir 2s > —n mit Wert ¢/(2s + n)
(i) D={xeR": r=|x| > 1} (Komplement der Einheitskugel):

o0

I8 = [ x> =c [ o tar
D

1

= f quadratintegrierbar fiir 2s < —n mit Wert —c/(2s + n)
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Satz von Plancherel

Bis auf einen Normierungsfaktor lasst die Fourier-Transformation das
Skalarprodukt und damit auch die Norm auf L2(R) invariant:

2r (f,g) = (F,8), V2r|f| =|fll.

Aufgrund dieser Eigenschaft kann die Fourier-Transformation auf L?(R)
durch einen Grenzprozess definiert werden. Fiir eine quadratintegrierbare
Funktion f wahlt man eine approximierende Folge glatter Funktionen f,
mit kompaktem Tréager (||f — fp]| — 0) und definiert

f = lim fn

n—o0
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Beweis:

formale Begriindung:
wahle f als die inverse Fourier-Transformation einer Funktion h

7r(f,g):27r/f(x dx_// g(x)e” dy dx

—00 —00

N

Vertauschung der Integrationsreihenfolge — ~~

7 h(y) 7@8” dx dy = 7 h(y)&(y) dy = (f, &)
I

= [ g(x)e=wxdx
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Beispiel:
GauB-Funktion
f) = fy)=vame /2
[llustation der Identitdt von Plancherel:
IFI? = (F.F) = (Varf, Varf) = 2 ||

Wert der Norm

1] = /e—X2/2e—x2/2 dx = /e—X2 dx = /7
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Beispiel:

_ 2 2
f(X):e|X|’ f(y):1+y2
[llustration der Identitdt von Plancherel:
o0
177 = 2 [ o= [~ 27 =1
0
T4 2 00
2 Yy
f? = /—dy:[ + 2arctan(y =27
—o
Berechnung des Integrals mit Partialbruchzerlegung
Kontrolle:
d[ ]_2(1+y2)—4y2 2 4
dy" T 14y L+y? (14?7

Fourier-Transformation Satz von Plancherel 51-1



Beispiel:

Berechnung des Integrals

- 7cos(y) sin(y/2) dy

4y +9y3

Formel von Euler-Moivre  ~~
(o]

/eiY—i—eiy sin(y/2) dy — 1 70 1 2 e sin (v/2) dy
_l’_

2 (1)) 2@ 0P

0
gerade}rhnktion
setze
) = ;o fy=eH
14+ y?

20) = sinc(y/2), g(x)={;’ e
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Satz von Plancherel, Skalierungsformel ——

1 7T ./3\ — o 2 2\
1= 2 [7(2)) evapyay =22 [ 2¢(2 “T)d
5 (2y>e g(y)dy 2 | 3 (3X) g(x —1)dx

Einsetzen mit g(- — 1) der charakteristischen Funktion von [1/2,3/2]
(Verschiebung um 1 nach rechts) ~»

3/2

T 2 T 2.13/2 s 1 1
| = — 77|X|d = —— —3X = — | — — —
2] T o L/z 16( )
1/2
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Rekonstruktionssatz

Hat f Bandbreite h, d.h. ist

A~

f(y)=0, |y|>h,

und ist fquadratintegrierbar, dann gilt

o0
f(x)= Y f(jm/h)sinc(hx — jr)
Jj=—00
mit sinc(t) = sint/t.
Funktionen mit endlicher Bandbreite kdnnen also aus ihren Werten auf
einem geniigend feinen Gitter rekonstruiert werden.
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Beweis:

(i) h=m
Darstellung von f als Produkt einer Fourier-Reihe mit der
charakteristischen Funktion x des Intervalls [, 7]:

A y 1 7. iy
Fy) =Yg | x(y), G =5 / f(y)e ™ dy
j e

Bandbreite von f gleich 7
= Ubereinstimmung von ¢; mit der inversen Fourier-Transformation:

¢ = f(=)

e x(y): Fourier-Transformation von sinc(w(x +j)) =

f(x) = fflzf(—j)eu'x (X)sz(—j)sinC(W(XH))

J

Substitution j <~ —j ~»  gewiinschte Identitit
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(i) h beliebig:
Bandbreite von f gleich h = Bandbreite von g(x) = f(xm/h)
gleich 7, denn

g(y) = (h/m)f(y h/m)

Teil (i) =

fxm/h) = Zg () sinc(r(x —J)), &()=rfUn/h)

Substitution x «<— xh/m  ~»  allgemeine Rekonstruktionsformel

Details: inverse Fourier-Transformation von e x(y)

1 o 1 i(x+j)y

- ﬂ.e|XyeUy dy = — e—

o 27 |i(x +) B
! el ()T _ g —i(xH))m _sin(m(x + )
27 i(x+) - w(x+))
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Beispiel:

f(x) = sinc(ax) = P

sin(ax)’ Fly) = {77/3, ly| < a

Bandbreite h=1fir0 <a<1
Rekonstruktionssatz mit h =1 —

oo

sinc(ax) = Z sinc(ajm) sinc(x — jm)

j=—o0

1, j=0

sinc(jm) = {0 P40

~~  triviale ldentitat
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(i) a=1/2, x=mn/2

sin(m/4) _ 2v2 <~ sin(jn/2) sin(n/2 — jm)
T4 T j;oo Jjm/2 T2 — jm

Summand fiir j = 0: sinc(0) sin(7/2)/(7/2) = 2/7
Summanden fiir gerades j null
Summanden fiir j = 2k + 1:

sin(km +7/2)sin(n/2 — 2kr —7) 4 (=1)k(~1)

(2k +1)(n/2)(=4k —1)(x/2) — 72 (2k + 1)(—4k — 1)

~»  Wert der Summe
k
71'2 :Z 2k—|—1 4k+1)
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Poisson-Summationsformel

Sind f und fstetig und quadratintegrierbar, so gilt

D OFG) =) f(en).

jez ez
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Beweis:

formale Argumentation:
Definition der inversen Fourier-Transformation und Umformung  ~~

2ml+m
S = Z/f Fay= 3N [ e ay
J€EZ. i Jo b oo g

% dy

— Z%/[ > Fly+2m0)

[...] = g(y): 2m-periodisch
= >_;f(j): Summe s der Fourier-Koeffizienten c_; von g, d.h.

s = Z cjeijy‘ - g(0) = Z f(2re)
J ¢

y=
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Beispiel:

Hutfunktion
0, x < -1
x+1, -1<x<0 . 5|n(/2)
x) = ) = sinc 2
g(x) I x 0<x<1 g(y) (v/2) = /22
0, x>1

Poisson-Summationsformel mit

f(x) = expiax)g(x) > &y —a)=1(y)

N iia 2(nl — a/2) in“(a/2)
1:zg(l)ej _Z a/;/ 7722(;_ a/aéﬂ

jez =

denn g(j) = 0 fiir j # 0 und sin x ist 7-periodisch
58-1



nach Umformung

sin? a/2) Z(ﬁ—a/ 2m))

LeL

1 4
PV R SR,

Lez
=
7r2_1+1+1+
8 12 3 52
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